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К каждой задаче требуется развернутое и обоснованное решение.

Задача 1. Дана прямоугольная таблица из двух строк и четырех столбцов. Петя и Вася по очере-
ди, начиная с Пети, ставят в пустые клетки этой таблицы различные рациональные числа. Когда
вся таблица заполнена числами, в каждой строке закрашивается клетка, содержащая наибольшее
число в этой строке. Петя выигрывает, если две закрашенные клетки граничат по стороне или по
углу. Может ли Вася помешать Пете выиграть?

Задача 2. Назовём натуральное число пифагоровым, если сумма квадратов его цифр равна точ-
ному квадрату. Например, число 34 – пифагорово, т.к. 32 + 42 = 25 = 52. Найдите максимальное
трёхзначное пифагорово число.

Задача 3. Муха-Цокотуха, как известно, обычно не носит носки и ботинки. Но однажды она,
собираясь на прогулку по полю, решила надеть по одному носку и одному ботинку на каждую из
своих шести ног. Сколькими способами Муха-Цокотуха может выбрать порядок, в котором будет
их надевать, если известно, что она не наденет ботинок на ногу, на которой нет носка?

Задача 4. За круглым столом сидят 96 человек. Найдите количество натуральных чисел 𝑛 < 48,
для каждого из которых эти люди могут пересесть так, чтобы между любыми бывшими соседями
теперь сидели ровно 𝑛 человек.

Задача 5. Дан равносторонний треугольник 𝐴𝐵𝐶; точка 𝑀 – середина стороны 𝐵𝐶, точка 𝑁 –
середина отрезка 𝐴𝑀 . Через точку, симметричную 𝑁 относительно 𝐵𝐶, провели прямую, парал-
лельную 𝐵𝐶, и на этой прямой отметили точку 𝑋 так, что 𝐶𝑋 > 𝐵𝑋. На продолжении стороны
𝐴𝐶 за точку 𝐶 отметили точку 𝑋, а на продолжении стороны 𝐵𝐴 за точку 𝐴 отметили точку 𝑍,
причем 𝑀𝑋 = 𝑀𝑌 = 𝑀𝑍. Докажите, что треугольник 𝑋𝑌 𝑍 – равносторонний.
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К каждой задаче требуется развернутое и обоснованное решение.

Задача 1. 12 ребят встали в ряд, причем известно, что есть ровно 2 девочки, справа от которых
стоит мальчик; ровно 3 мальчика, справа от которых стоит девочка; ровно 2 мальчика, справа от
которых стоит мальчик; ровно 4 девочки, справа от которых стоит девочка.

Сколькими способами можно выстроить этих ребят так, чтобы выполнялись все описанные
условия?

Задача 2. В туристическом лагере 11 отрядов, причем любые два отряда содержат различное ко-
личество участников, а самый многочисленный из отрядов называется «Дикобразы». Кроме того, в
ходе тренировок обнаружилось, что, в случае необходимости, любой из отрядов можно расформи-
ровать, а его участников перераспределить по других отрядам так, что количество участников во
всех оставшихся отрядах станет одинаковым. Каково минимальное возможное количество участ-
ников в отряде «Дикобразы»?

Задача 3. Дан правильный треугольник со стороной 99. На каждой из его сторон отмечены по
100 точек (включая вершины треугольника), делящих эти стороны на 99 равных частей. Через
эти точки параллельно сторонам треугольника проведены прямые, разбивающие его на маленькие
треугольнички со стороной 1. В каждой вершине маленького треугольничка лежит монетка. За
один ход разрешается выбрать любой треугольничек со стороной 1 и перевернуть все монетки в
его вершинах. Изначально все монетки лежали орлом вверх. Можно ли добиться того, чтобы все
монетки лежали бы решкой вверх?

Задача 4. На сторонах выпуклого четырёхугольника 𝐴𝐵𝐶𝐷 как на гипотенузах построили пря-
моугольные треугольники 𝐴𝑃𝐵,𝐵𝑄𝐶,𝐶𝑅𝐷 и 𝐷𝑆𝐴. Оказалось, что 𝑃𝑅 ⊥ 𝑄𝑆, а также 𝑃𝑅 =
𝑄𝑆 = 1

2
(𝐴𝐵 + 𝐵𝐶 + 𝐶𝐷 + 𝐷𝐴). Определите все четырёхугольники 𝐴𝐵𝐶𝐷, для которых такое

возможно.

Задача 5. Для каждого натурального 𝑛 найдется натуральное 𝑚, которое можно представить
в виде суммы натуральных чисел 𝑎1 + 𝑎2 + · · · + 𝑎𝑛, где 𝑎1 6 1, 𝑎2 6 2, ..., 𝑎𝑛 6 𝑛 – назовем
такое представление интересным. Например, для 𝑛 = 3 можно выбрать 𝑚 = 4, и для такого 𝑚
существует даже 2 интересных представления: 4 = 1 + 1 + 2 = 1 + 2 + 1 (при этом 2 + 1 + 1 не
подходит, т.к. тогда 𝑎1 = 2 > 1).

Найдите все натуральные 𝑛, для каждого из которых существует натуральное 𝑚, имеющее не
менее (𝑛− 1)! = 1 · 2 · 3 · · · · · (𝑛− 1) интересных представлений вида 𝑎1 + 𝑎2 + · · ·+ 𝑎𝑛.
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К каждой задаче требуется развернутое и обоснованное решение.

Задача 1. В однокруговом (каждые две команды играют друг с другом по одному разу) турнире
по футболу участвовали 𝑛 > 2 команд. За победу в матче команда получает 3 очка, за ничью
– 1 очко, за поражение – 0 очков. После окончания турнира оказалось, что команда, набравшая
больше всех очков, выиграла меньше матчей, чем любая другая. При каком наименьшем 𝑛 это
возможно?

Задача 2. Аня и Боря играют в игру: Боря называет натуральное число 𝑛 > 2, а Аня красит
каждое целое число от 1 до 𝑛 в один из трех цветов. Аня выиграет, если сможет покрасить числа
так, что разность любых двух одноцветных чисел не равна точному квадрату. Сможет ли Аня
выиграть, если Боря назовет
а) 𝑛 = 16;
б) 𝑛 = 29?

Задача 3. Не считая внешней твёрдой обложки, все страницы книги занумерованы так: на пер-
вом листе напечатаны страницы 1 и 2, на втором – страницы 3 и 4, и т.д. Из этой книги выпал
кусок, в котором содержится ровно половина листов книги, идущих подряд. Коля посчитал сумму
оставшихся страниц и получил 2025. Найдите номер первой страницы выпавшего куска.

Задача 4. На катетах 𝐴𝐶 и 𝐵𝐶 прямоугольного треугольника 𝐴𝐵𝐶 отметили такие точки 𝐾 и
𝐿, что 𝐴𝐾 = 𝐶𝐿 = 𝑟, где 𝑟 – радиус вписанной окружности треугольника 𝐴𝐵𝐶. Оказалось, что
середина отрезка 𝐾𝐿 лежит на биссектрисе угла ∠𝐴𝐵𝐶. Найдите углы треугольника 𝐴𝐵𝐶.

Задача 5. Каждый из 𝑛 > 3 учеников 9-го класса дал списать контрольную по математике как
минимум одному другому ученику того же класса, причем никакие двое не давали списать друг
другу, т.е. если ученик 𝐴 дал списать ученику 𝐵, то 𝐵 не давал списывать 𝐴.

Найдите все возможные значения 𝑛, если известно, что для любой пары учеников 𝐴,𝐵, ни
один из которых не давал списать другому, найдется такой ученик 𝐶, что либо 𝐴 списал у 𝐶,
который списал у 𝐵, либо наоборот – 𝐵 списал у 𝐶, который списал у 𝐴.
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К каждой задаче требуется развернутое и обоснованное решение.

Задача 1. Пусть 𝑆(𝑚) – сумма всех цифр десятичной записи натурального числа 𝑚. Существует
ли натуральное 𝑛, для которого 𝑆(𝑛2026) = 𝑆(𝑛) + 2026?

Задача 2. По определению, {𝑥} = 𝑥− [𝑥], где [𝑥] – это целая часть числа 𝑥, т.е. наибольшее целое

число, не превосходящее 𝑥. Про число 𝑎 известно, что

{︂
1

𝑎+ 3

}︂
= {𝑎2}, а также что 3 < 𝑎2 < 4.

Чему может быть равно 𝑎6 − 96

𝑎+ 3
?

Задача 3. Для отличных от 0 чисел 𝑥, 𝑦, 𝑧 выполнено 𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥 = 0. Докажите, что нельзя
составить треугольник с длинами сторон

1

|𝑥2 + 2𝑦𝑧|
,

1

|𝑦2 + 2𝑧𝑥|
,

1

|𝑧2 + 2𝑥𝑦|

Задача 4. Точка 𝐼 – центр вписанной окружности треугольника 𝐴𝐵𝐶. Через вершину 𝐴 провели
прямую, параллельную биссектрисе угла 𝐵 этого треугольника, и отметили на ней такую точку
𝑃 , что 𝑃𝐼 ‖ 𝐵𝐶. Аналогично, через вершину 𝐶 провели прямую, параллельную биссектрисе угла
𝐵 этого треугольника, и отметили на ней такую точку 𝑄, что 𝑄𝐼 ‖ 𝐵𝐴. Точки 𝐷 и 𝐸 – центры
описанных окружностей треугольников 𝐴𝐵𝑃 и 𝐶𝐵𝑄, соответственно. Пусть точки 𝐴1 и 𝐶1 – ос-
нования высот треугольника 𝐴𝐵𝐶, проведенных из вершин 𝐴 и 𝐶, соответственно. Докажите, что
прямая 𝐷𝐸 образует равные углы с прямыми 𝐴1𝐶1 и 𝐴𝐶.

Задача 5. В окрестностях Хогвартса живут фантастические твари весом в 1, 2, . . . , 𝑛 килограмм
(𝑛 – натуральное число). Ньют Саламандер может делать следующее:

1. класть себе в чемодан тварь весом в 1 килограмм, если сейчас в чемодане нет такой твари;

2. выпускать из чемодана тварь весом 𝑛 килограмм;

3. при 𝑘 < 𝑛 выпускать из чемодана тварь весом 𝑘 килограмм и одновременно впускать туда
тварь весом 𝑘 + 1 килограмм, если в чемодане нет такой твари.

Известно, что изначально чемодан Ньюта пуст. При каких 𝑛 Ньют может добиться того, чтобы в
чемодане ровно по одному разу побывал бы любой набор тварей из окрестностей Хогвартса, и в
итоге в чемодане осталась бы только тварь весом 𝑛 килограмм?



Innopolis Open 2025/26 in Mathematics Final round

11
й
класс

К каждой задаче требуется развернутое и обоснованное решение.

Задача 1. Найдите количество натуральных 𝑘 > 1, для которых в системе счисления с основа-
нием 2026 верно следующее: натуральное число кратно 𝑘 тогда и только тогда, когда сумма его
цифр кратна 𝑘.

Задача 2. В апреле каждого года на острове Паити из 30 дней ровно 10 дней – дождливые. На
этом острове вот уже 𝑁 лет живет абориген, у которого голова болит только в двух случаях:

� если сегодня идет дождь, хотя вчера дождя не было,

� если сегодня нет дождя, хотя вчера шел дождь,

и никогда не болит 1 апреля. Известно, что за всю жизнь этого аборигена набор дождливых ап-
рельских дней ни разу не повторился. Найдите среднее число апрельских дней, когда у этого
аборигена болела голова, если 𝑁 принимает наибольшее возможное значение.

Задача 3. В тетраэдре 𝐴𝐵𝐶𝐷 известно, что 𝐴𝐷 = 𝐵𝐶 и 𝐴𝐶 = 𝐵𝐷. Сфера с центром в точке
пересечения медиан тетраэдра пересекает его ребро 𝐵𝐷 в таких точках 𝑋 и 𝑌 , что 𝐵𝑋 = 𝐷𝑌 .
Докажите, что 𝐴𝐵 = 𝐶𝐷.

Медиана тетраэдра – это отрезок, соединяющий вершину тетраэдра с точкой пересечения ме-

диан противоположной грани.

Задача 4. Докажите неравенство для положительных 𝑎, 𝑏:

𝑎√
𝑏2 + 1

+
𝑏√

𝑎2 + 1
>

𝑎+ 𝑏√
𝑎𝑏+ 1

Задача 5. Султан поймал 2𝑛+1 мудрецов (𝑛 – натуральное число), выстроил их в ряд и повернул
каждого мудреца так, что тот смотрит либо на север, либо на юг. Далее султан по очереди называет
числа 1, 2, 3, . . . , (2𝑛 + 1): когда названо «1», один из мудрецов должен развернуться на 180∘; по
команде «2» уже двое мудрецов должны развернуться на 180∘, и т.д., и по команде «2𝑛 + 1» все
мудрецы должны развернуться на 180∘. Мудрецы могут заранее договориться о стратегии и во
время выполнения команд координировать свои действия.

Докажите, что, выполняя команды султана, мудрецы могут в конце концов (т.е. после команды
«2𝑛 + 1») развернуться в одну сторону (либо все – на север, либо все – на юг). Может ли быть
так, что мудрецы могут сами выбрать эту сторону?
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Система оценивания / Task score

1. Первичная оценка решения каждой задачи выставляется по 5-балльной шкале согласно кри-
териям оценивания, указанным после авторского решения соответствующей задачи.

2. Для каждой задачи вычисляется средний балл (𝑀) по результатам ее решения всеми участ-
никами.

3. Весовой коэффициент (𝐾) каждой задачи вычисляется по формуле

𝐾 = 3 − 0.5 ·𝑀

4. Балл каждого участника за каждую задачу умножается на весовой коэффициент этой зада-
чи.

5. Баллы, набранные участником, суммируются с последующим округлением до ближайшего
целого в бóльшую сторону.

1. Pre-score of the solution to each task is set on a 5-point scale in accordance with the criteria
specified after the task’s solution.

2. An average score (𝑀) is calculated based on the results of all participants for each task.

3. The weighting coefficient (𝐾) of each task is calculated as

𝐾 = 3 − 0.5 ·𝑀

4. Each participant’s score for each task is multiplied by the weighting coefficient of that task.

5. The points scored by the participant are summed and then rounded up to the nearest integer.
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7𝑡ℎ degree

Task 1. Дана прямоугольная таблица из двух строк и четырех столбцов. Петя и Вася по очереди,
начиная с Пети, ставят в пустые клетки этой таблицы различные рациональные числа. Когда
вся таблица заполнена числами, в каждой строке закрашивается клетка, содержащая наибольшее
число в этой строке. Петя выигрывает, если две закрашенные клетки граничат по стороне или по
углу. Может ли Вася помешать Пете выиграть?

A rectangular grid with two rows and four columns is given. Peter and Vasiliy take turns (starting
with Peter) placing different rational numbers in the grid’s empty cells. When the grid is filled with
numbers, the cell in each row containing the largest number is colored. Peter wins if two colored cells
are adjacent on a side or a corner. Can Vasiliy prevent Peter from winning?

Answer: Да, может / Yes, he can.

Решение (RUS). Разобьем клетки в строках на пары следующим образом:

1 2 3 4
3 4 1 2

Если своим ходом Петя ставит рациональное число 𝑞 в какую-то из отмеченных клеток, скажем,
в клетку 1 первой строки, то Вася ставит в клетку 1 второй строки число, которое, во-первых,
больше, чем 𝑞, а во-вторых, меньше, чем любое другое число, большее 𝑞, уже стоящее в этой стро-
ке. В таком случае максимальные числа в строках будут стоять на клетках одного номера и не
будут иметь ни общей стороны, ни общего угла.

Критерии оценивания:

� приведен верный ответ при неверном обосновании – 1 первичный балл;

� приведен верный ответ и приведена стратегия Васи, но с существенными недочетами – 2
первичных балла;

� приведен верный ответ и приведена стратегия Васи, но с незначительным недочетом и/или
не использована рациональность чисел в таблице – 3 первичных балла;

� полностью верное и обоснованное решение – 5 первичных баллов.

Solution (ENG). Let’s divide the cells in the rows into pairs as follows:

1 2 3 4
3 4 1 2

If Peter places a rational number 𝑞 into one of the marked cells, for example, cell 1 of the first row, then
Vasiliy places such number into cell 1 of the second row such that the number is greater than 𝑞 and less
than any other number greater than 𝑞 in the row. In this case, the largest numbers in the rows will be
on cells of the same number and will not share a side or a corner.

Criteria:

� correct answer is given with an incorrect justification – 1 pre-point;

� correct answer is given and Vasya’s strategy is presented, but with significant flaws – 2 pre-points;
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� correct answer is given and Vasya’s strategy is presented, but with a minor flaw and/or the
rationality of the numbers in the table is not used – 3 pre-points;

� completely correct and justified solution – 5 pre-points.

Task 2. Назовём натуральное число пифагоровым, если сумма квадратов его цифр равна точно-
му квадрату. Например, число 34 – пифагорово, т.к. 32 + 42 = 25 = 52. Найдите максимальное
трёхзначное пифагорово число.

We call a positive integer Pythagorean if the sum of the squares of its digits is equal to a perfect
square. For example, the number 34 is Pythagorean since 32 +42 = 25 = 52. Find the largest three-digit
Pythagorean number.

Answer: 962

Решение (RUS). Покажем, что число 962 является пифагоровым: действительно, 92 + 62 +
22 = 121 = 112. Покажем, что оно максимально среди трёхзначных пифагоровых. Пусть это
не так, тогда обозначим цифры большего пифагорова числа как 𝑎, 𝑏, 𝑐, где само число равно
𝑛 = 100𝑎 + 10𝑏 + 𝑐 > 962, тогда 𝑎 = 9, 𝑏 > 6.

Назовём пифагоровостью числа сумму квадратов его цифр. Тогда пифагоровость числа 𝑛 не
превосходит 92 + 92 + 92 = 243 < 256 = 162 и при этом больше 92 + 62 = 117. То есть, т.к. число
𝑛 пифагорово, его пифагоровость – точный квадрат, не меньший 112 = 121 не превосходящий
152 = 225.

Запишем для 𝑛: 92 + 𝑏2 + 𝑐2 = 𝑝2, где 𝑝2 – его пифагоровость, а 𝑝 – натуральне число. Тогда,
рассматривая остатки от деления этих чисел на 4, имеем, что если бы 𝑝 было чётным, то 1+𝑏2 +𝑐2

давало бы остаток 0, то есть 𝑏2+𝑐2 давало бы остаток 3 при делении на 4. Но этого не может быть,
так как квадрат целого числа даёт остаток 1 или 0 при делении на 4. Таким образом, 𝑝 нечётно.

Для 𝑝 остались варианты 11, 13 и 15. При этом 81 + 49 = 130 > 121, поэтому в 𝑛 при пифаго-
ровости 112 не может быть второй цифрой что-то большее 6. Но тогда третья цифра совпадает с
2 и мы получили всё то же число 962. Таким образом, для 𝑛, если оно больше 962, пифагоровость
должна равняться 132 или 152.

Оставшиеся варианты несложно перебрать, вычислив выражение для 𝑐2 = 𝑝2 − 𝑎2 − 𝑏2. Для
пифагоровости 132:

� 132 − 92 − 62 = 169 − 81 − 36 = 88 − 36 = 52

� 132 − 92 − 72 = 88 − 49 = 39

� 132 − 92 − 82 = 88 − 64 = 24

� 132 − 92 − 92 = 7

Ни один из вариантов не даёт значения точного квадрата для 𝑐2. Значит, 𝑝 = 13 не подходит.
Аналогично, для пифагоровости 152:

� 152 − 92 − 62 = 225 − 81 − 36 = 108

� 152 − 92 − 72 = 144 − 49 = 95

� 152 − 92 − 82 = 144 − 64 = 80

� 152 − 92 − 92 = 144 − 81 = 63
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Также точных квадратов не оказалось. Получаем противоречние с предположением, что 𝑛 – трёх-
значное пифагорово число, большее 962.

Критерии оценивания:

� верно найдено пифагорово число, доказана его «пифагоровость», но не доказано, что оно
наибольшее – 1 первичный балл;

� полностью верное и обоснованное решение – 5 первичных баллов.

Solution (ENG). Let’s show that 962 is a Pythagorean number: indeed, 92 + 62 + 22 = 121 =
112. Let’s show that it is the largest among three-digit Pythagorean numbers. Suppose this is not
true, then we denote the digits of the larger Pythagorean number as 𝑎, 𝑏, 𝑐, where the number itself is
𝑛 = 100𝑎 + 10𝑏 + 𝑐 > 962, then 𝑎 = 9, 𝑏 > 6.

Let’s call the Pythagoreanness of a number the sum of the squares of its digits. Then the Pythagoreanness
of 𝑛 does not exceed 92 + 92 + 92 = 243 < 256 = 162 and is greater than 92 + 62 = 117. That is, since
The number 𝑛 is Pythagorean; its Pythagoreanness is a perfect square, no less than 112 = 121 and no
greater than 152 = 225.

Let’s write for 𝑛: 92 + 𝑏2 + 𝑐2 = 𝑝2, where 𝑝2 is its Pythagoreanness and 𝑝 is a positive integer.
Then, considering the remainders when dividing these numbers by 4, we see that if 𝑝 were even, then
1 + 𝑏2 + 𝑐2 would yield a remainder of 0, that is, 𝑏2 + 𝑐2 would yield a remainder of 3 when divided by
4. But this is impossible, since the square of an integer yields a remainder of 1 or 0 when divided by 4.
Thus, 𝑝 is odd.

For 𝑝, the remaining options are 11, 13, and 15. Moreover, 81 + 49 = 130 > 121, so 𝑛, with a
Pythagoreanness of 112, cannot have a second digit greater than 6. But then the third digit is 2, and
we still get the same number 962. Thus, for 𝑛, if it is greater than 962, the Pythagoreanness must be
132 or 152.

The remaining options are easy to consider by calculating the expression for 𝑐2 = 𝑝2 − 𝑎2 − 𝑏2. For
Pythagorean number 132:

� 132 − 92 − 62 = 169 − 81 − 36 = 88 − 36 = 52

� 132 − 92 − 72 = 88 − 49 = 39

� 132 − 92 − 82 = 88 − 64 = 24

� 132 − 92 − 92 = 7

None of these options yields a perfect square for 𝑐2. Therefore, 𝑝 = 13 is not suitable.
Similarly, for 152, which is Pythagorean:

� 152 − 92 − 62 = 225 − 81 − 36 = 108

� 152 − 92 − 72 = 144 − 49 = 95

� 152 − 92 − 82 = 144 − 64 = 80

� 152 − 92 − 92 = 144 − 81 = 63

Also, there were no perfect squares. This contradicts the assumption that 𝑛 is a three-digit Pythagorean
number greater than 962.

Criteria:

� a pythagorean number is correctly found and its «Pythagoreanness» is proven, but it is not proven
to be the greatest – 1 pre-point;
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� a completely correct and justified solution – 5 pre-points.

Task 3. Муха-Цокотуха, как известно, обычно не носит носки и ботинки. Но однажды она, со-
бираясь на прогулку по полю, решила надеть по одному носку и одному ботинку на каждую из
своих шести ног. Сколькими способами Муха-Цокотуха может выбрать порядок, в котором будет
их надевать, если известно, что она не наденет ботинок на ногу, на которой нет носка?

Zipper the Fly, as we all know, doesn’t usually wear socks or shoes. But one day, while preparing for
a walk, he decided to put one sock and one shoe on each of his six feet. In how many ways can Zipper
the Fly choose the order in which to put them on, knowing that he won’t put a shoe on a foot that
doesn’t have a sock?

Answer: 12!/26 = 7484400

Решение (RUS). Пронумеруем ноги Мухи-Цокотухи числами от 1 до 6, и пусть
𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5, 𝑥6 – носки, а 𝑦1, 𝑦2, 𝑦3, 𝑦4, 𝑦5, 𝑦6 – ботинки, надетые на соответствующие ноги. То-
гда каждому порядку, в котором она будет их надевать, соответствует последовательность вида
𝑥1, . . . , 𝑦6 из 12 элементов, где каждый носок 𝑥𝑘 предшествует соответствующему ботинку 𝑦𝑘 для
𝑘 ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Всего существует 12! = 1 · 2 · 3 · · · · · 12 способов переставить между собой
члены этой последовательности, причем ровно в половине из них (т.е. в 12!/2 перестановках) 𝑎1
предшествует 𝑏1, ровно в половине из них (т.е. в 12!/22 перестановках) 𝑎2 предшествует 𝑏2, и т.д.
– итого получаем 12!/26 = 7484400 подходящих последовательностей.

Критерии оценивания:

� не учтено, что носки и сапоги одинаковы, но приведена идея с их расстановкой – 1 первичный
балл;

� подсчитаны количества перестановок носков (и/или сапог) между собой – 2 первичных балла;

� решение неверно, но учтено, что носки и сапоги не обязательно чередуются – 3 первичных
балла;

� допущена арифметическая ошибка при полностью верных рассуждениях – 4 первичных бал-
ла;

� полностью верное и обоснованное решение – 5 первичных баллов.

Solution (ENG). Let’s enumerate Zipper’s feet with numbers from 1 to 6, and let
𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5, 𝑥6 be the socks, and 𝑦1, 𝑦2, 𝑦3, 𝑦4, 𝑦5, 𝑦6 be the shoes worn on the corresponding feet.
Then, for each order in which he puts them on, there corresponds a sequence of the form 𝑥1, . . . , 𝑦6
of 12 elements, where each sock 𝑥𝑘 precedes the corresponding shoe 𝑦𝑘 for 𝑘 ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6}. There
are a total of 12! = 1 · 2 · 3 · · · · · 12 ways to permutate the members of this sequence, and in exactly
half of them (i.e., in 12!/2 permutations) 𝑎1 comes before 𝑏1, in exactly half of them (i.e., in 12!/22

permutations) 𝑎2 comes before 𝑏2, and so on – so we get a total of 12!/26 = 7484400 suitable sequences.

Criteria:

� the fact that the socks and boots are identical was not taken into account, but an idea for their
arrangement was given – 1 pre-point;
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� the number of permutations of the socks (and/or boots) was calculated – 2 pre-points;

� the solution is incorrect, but it was taken into account that the socks and boots do not necessarily
alternate – 3 pre-points;

� an arithmetic error was made despite completely correct reasoning – 4 pre-points;

� completely correct and justified solution – 5 pre-points.

Task 4. Дан равносторонний треугольник 𝐴𝐵𝐶; точка 𝑀 – середина стороны 𝐵𝐶, точка 𝑁 –
середина отрезка 𝐴𝑀 . Через точку, симметричную 𝑁 относительно 𝐵𝐶, провели прямую, парал-
лельную 𝐵𝐶, и на этой прямой отметили точку 𝑋 так, что 𝐶𝑋 > 𝐵𝑋. На продолжении стороны
𝐴𝐶 за точку 𝐶 отметили точку 𝑌 , а на продолжении стороны 𝐵𝐴 за точку 𝐴 отметили точку 𝑍,
причем 𝑀𝑋 = 𝑀𝑌 = 𝑀𝑍. Докажите, что треугольник 𝑋𝑌 𝑍 – равносторонний.

An equilateral triangle 𝐴𝐵𝐶 is given, while point 𝑀 is the midpoint of side 𝐵𝐶, point 𝑁 is the
midpoint of segment 𝐴𝑀 . A line parallel to 𝐵𝐶 is drawn through the point symmetric to 𝑁 with respect
to 𝐵𝐶. Point 𝑋 is marked on the line such that 𝐶𝑋 > 𝐵𝑋. On the extension of the side 𝐴𝐶 beyond
point 𝐶 and on the extension of the side 𝐵𝐴 beyond point 𝐴 points 𝑌 and 𝑍 are marked, respectively,
such that 𝑀𝑋 = 𝑀𝑌 = 𝑀𝑍. Prove that triangle 𝑋𝑌 𝑍 is equilateral.

Решение (RUS). Пусть 𝑁 ′ – точка, симметричная 𝑁 относительно 𝐵𝐶. Поскольку 𝐴𝑀
– медиана равностороннего треугольника, она также является его биссектрисой и высотой, т.е.
∠𝐵𝐴𝑀 = ∠𝐶𝐴𝑀 = ∠𝐵𝐴𝐶/2 = 60∘/2 = 30∘ и 𝐴𝑀 ⊥ 𝐵𝐶. Значит, 𝑁 ′ лежит на продолжении
медианы 𝐴𝑀 за точку 𝑀 , при этом 𝑀𝑁 ′ = 𝑀𝑁 = 𝐴𝑀/2. Т.к. прямая 𝑁 ′𝑋 параллельна 𝐵𝐶, то
она перпендикулярна 𝐴𝑀 , а значит, 𝑀𝑁 ′ ⊥ 𝑁 ′𝑋.

Опустим перпендикуляры 𝑀𝐾 и 𝑀𝐿 из точки 𝑀 на прямые 𝐴𝐶 и 𝐵𝐴, соответственно. За-
метим, что треугольник 𝑀𝐴𝐾 – прямоугольный с острым углом ∠𝑀𝐴𝐾 = ∠𝐶𝐴𝑀 = 30∘. По
свойству прямоугольного треугольника с углом 30∘, напротив этого угла лежит сторона, равная
половине гипотенузы, то есть 𝑀𝐾 = 𝐴𝑀/2 = 𝑀𝑁 ′, аналогично для 𝑀𝐿. Итак, в прямоуголь-
ных треугольниках 𝑀𝑁 ′𝑋,𝑀𝐾𝑌,𝑀𝐿𝑍 равны, по доказанному, катеты (𝑀𝑁 ′ = 𝑀𝐾 = 𝑀𝐿), а
также, по условию, равны гипотенузы (𝑀𝑋 = 𝑀𝑌 = 𝑀𝑍) – значит, эти прямоугольные треуголь-
ники равны. Тогда равны их соответственные элементы: ∠𝑋𝑀𝑁 ′ = ∠𝑌𝑀𝐾 = ∠𝑍𝑀𝐿. Отсюда
∠𝑋𝑀𝑌 = ∠𝑋𝑀𝑁 ′ + ∠𝑁 ′𝑀𝑌 = ∠𝑌𝑀𝐾 + ∠𝑁 ′𝑀𝑌 = ∠𝑁 ′𝑀𝐾 = ∠𝑀𝐴𝐾 + ∠𝑀𝐾𝐴 = 30∘ + 90∘ =
120∘. Аналогично, ∠𝑌𝑀𝑍 = ∠𝐾𝑀𝐿 = 2 · ∠𝐾𝑀𝐴 = 2 · 60∘ = 120∘ и ∠𝑍𝑀𝑋 = ∠𝐿𝑀𝑁 ′ = 120∘.
Таким образом, равные отрезки 𝑀𝑋,𝑀𝑌,𝑀𝑍, имеющие общий конец, образуют друг с другом
углы по 120∘ – это означает, что треугольники 𝑋𝑀𝑌, 𝑌𝑀𝑍,𝑍𝑀𝑋 равны (по двум сторонам и углу
между ними), а потому равны и их соответственные элементы. В частности, равны их стороны
𝑋𝑌, 𝑌 𝑍, 𝑍𝑋, т.е. треугольник 𝑋𝑌 𝑍 – равносторонний, что и требовалось доказать.

Комментарий. Фактически, три выделенных на чертеже равных прямоугольных треугольника
совмещаются друг с другом поворотами на 120∘ вокруг точки 𝑀 .
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Критерии оценивания:

� найдены и построены перпендикуляры 𝑀𝐾,𝑀𝐿 на 𝐴𝐶,𝐵𝐴 – 2 первичных балла;

� доказано равенство треугольников 𝑀𝑋𝑁 ′,𝑀𝐾𝑌,𝑀𝐿𝑍 – 3 первичных балла;

� полностью верное и обоснованное решение – 5 первичных баллов.

Solution (ENG). Let 𝑁 ′ be the symmetric point of 𝑁 with respect to 𝐵𝐶. Since 𝐴𝑀 is the
median of an equilateral triangle, it is also its bisector and altitude, i.e. ∠𝐵𝐴𝑀 = ∠𝐶𝐴𝑀 = ∠𝐵𝐴𝐶/2 =
60∘/2 = 30∘ and 𝐴𝑀 ⊥ 𝐵𝐶. Therefore, 𝑁 ′ lies on the extension of the median 𝐴𝑀 beyond the point
𝑀 , and 𝑀𝑁 ′ = 𝑀𝑁 = 𝐴𝑀/2. Since the line 𝑁 ′𝑋 is parallel to 𝐵𝐶, it is perpendicular to 𝐴𝑀 , and
therefore 𝑀𝑁 ′ ⊥ 𝑁 ′𝑋.

Lets draw perpendiculars 𝑀𝐾 and 𝑀𝐿 from the point 𝑀 to the lines 𝐴𝐶 and 𝐵𝐴, respectively.
Note that triangle 𝑀𝐴𝐾 is right-angled with acute angle ∠𝑀𝐴𝐾 = ∠𝐶𝐴𝑀 = 30∘. By the property of
a right triangle with an angle 30∘, opposite this angle lies the side equal to half of the hypotenuse, that
is, 𝑀𝐾 = 𝐴𝑀/2 = 𝑀𝑁 ′, similarly for 𝑀𝐿. Thus, in right triangles 𝑀𝑁 ′𝑋,𝑀𝐾𝑌,𝑀𝐿𝑍, as proved,
the legs (𝑀𝑁 ′ = 𝑀𝐾 = 𝑀𝐿) are equal, and, by the condition, the hypotenuses (𝑀𝑋 = 𝑀𝑌 = 𝑀𝑍)
are also equal – hence, these right triangles are equal. Then their corresponding elements are equal:
∠𝑋𝑀𝑁 ′ = ∠𝑌𝑀𝐾 = ∠𝑍𝑀𝐿. Hence ∠𝑋𝑀𝑌 = ∠𝑋𝑀𝑁 ′ + ∠𝑁 ′𝑀𝑌 = ∠𝑌𝑀𝐾 + ∠𝑁 ′𝑀𝑌 =
∠𝑁 ′𝑀𝐾 = ∠𝑀𝐴𝐾 + ∠𝑀𝐾𝐴 = 30∘ + 90∘ = 120∘. Similarly, ∠𝑌𝑀𝑍 = ∠𝐾𝑀𝐿 = 2 · ∠𝐾𝑀𝐴 =
2 · 60∘ = 120∘ and ∠𝑍𝑀𝑋 = ∠𝐿𝑀𝑁 ′ = 120∘. Thus, equal segments 𝑀𝑋,𝑀𝑌,𝑀𝑍, having a common
end, form angles of 120∘ with each other. This means that triangles 𝑋𝑀𝑌, 𝑌𝑀𝑍,𝑍𝑀𝑋 are equal (by
two sides and the angle between them), and therefore their corresponding elements are also equal. In
particular, their sides 𝑋𝑌, 𝑌 𝑍, 𝑍𝑋 are equal, i.e. triangle 𝑋𝑌 𝑍 is equilateral, as required to be proved.

Comment. In fact, the three equal right triangles highlighted on the picture are combined with each
other by rotations of 120∘ around the point 𝑀 .

Criteria:

� perpendiculars 𝑀𝐾,𝑀𝐿 to 𝐴𝐶,𝐵𝐴 found and constructed – 2 pre-points;

� congruence of triangles 𝑀𝑋𝑁 ′,𝑀𝐾𝑌,𝑀𝐿𝑍 has been proven – 3 pre-points;

� completely correct and justified solution – 5 pre-points.
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Task 5. За круглым столом сидят 96 человек. Найдите количество натуральных чисел 𝑛 < 48,
для каждого из которых эти люди могут пересесть так, чтобы между любыми бывшими соседями
теперь сидели ровно 𝑛 человек.

96 people are sitting at a round table. Find the number of positive integers 𝑛 < 48 such that the
people can move their seats so that each former neighbours are now sitting 𝑛 people apart.

Answer: 15

Решение (RUS). Пронумеруем людей целыми числами от 0 до 95 в том порядке, в котором
они сидят за столом, и попробуем пересадить их так, чтобы бывшие соседи сидели бы через 𝑛
человек друг от друга. Будем считать, что 0-й сидит там же, где и раньше (иначе можно всех
людей циклически сдвинуть на нужное число позиций), тогда 1-й сидит на месте (𝑛+ 1), 2-й – на
месте 2(𝑛+ 1), и т.д., 95-й – на месте 95(𝑛+ 1), причем если номер места больше 95, то берется его
остаток при делении на 96. Чтобы все люди могли сесть за стол в новом порядке, все их новые
номера (т.е. их остатки при делении на 96) должны различаться.

Пусть (𝑛 + 1) и 96 имеют общий делитель 𝑑 > 1. Рассмотрим человека с номером 96/𝑑: он
окажется на месте 96(𝑛 + 1)/𝑑, что дает остаток 0 при делении на 96, поскольку 𝑛 + 1 кратно 𝑑 –
значит, люди с номерами 0 и 96/𝑑 окажутся на одном и том же месте, что невозможно.

Наоборот, если числа (𝑛 + 1) и 96 взаимно просты, то все числа вида 𝑘(𝑛 + 1) (для 𝑘 =
0, 1, 2, . . . , 95) дают различные остатки при делении на 96, поэтому при таких 𝑛 все новые ме-
ста будут различаться.

Итак, каждому подходящему натуральному 𝑛 < 48 соответствует 𝑛 + 1 6 48, взаимно простое
с 96 = 25 · 3 – значит, натуральные числа, не взаимно простые с 96, кратны либо 2, либо 3. Чисел
𝑛 + 1 6 48, кратных 2, ровно 48/2 = 24, а кратных 3 – ровно 48/3 = 16 штук, при этом 48/6 = 8
чисел кратны и 2, и 3. Итого различных натуральных чисел 𝑛 + 1 6 48, кратных либо 2, либо
3, – ровно 24 + 16 − 8 = 32 штуки; таким образом, чисел 𝑛 + 1 > 1, взаимно простых с 96 и не
превосходящих 48, будет ровно 48 − 32 − 1 = 15 штук.

Критерии оценивания:

� неверное решение при наличии идеи нумеровать людей за столом по часовой стрелке или
против – 1 первичный балл;

� приведена, но не обоснована идея взаимной простоты (𝑁 + 1) и 96 – 2 первичных балла;

� решение частично верно; доказано, что (𝑁 + 1) и 96 взаимно просты – 3 первичных балла;

� решение полностью верно, но ответ неверен – 4 первичных балла;

� полностью верное и обоснованное решение – 5 первичных баллов.

Solution (ENG). Let’s enumerate the people with integers from 0 to 95 in the order they are
seated at the table, and try to rearrange them so that their former neighbors are seated 𝑛 people apart.
Let’s assume that person 0 is sitting in the same place as before (otherwise, we can cyclically shift
everyone by the required number of positions), then person 1 sits in seat (𝑛 + 1), person 2 is sitting in
seat 2(𝑛 + 1), and so on, with person 95 seating in seat 95(𝑛 + 1). If a seat number is greater than 95,
its remainder when divided by 96 is taken. For all people to be seated at the table in the new order, all
their new numbers (i.e., their remainders when divided by 96) must be different.

Let (𝑛 + 1) and 96 have a common divisor 𝑑 > 1. Consider a person with the number 96/𝑑: they
will end up in place 96(𝑛 + 1)/𝑑, which leaves a remainder of 0 when divided by 96, since 𝑛 + 1 is a
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multiple of 𝑑 – this means that people with the numbers 0 and 96/𝑑 will end up in the same place,
which is impossible.

Conversely, if the numbers (𝑛+1) and 96 are relatively prime, then all numbers of the form 𝑘(𝑛+1)
(for 𝑘 = 0, 1, 2, . . . , 95) will leave different remainders when divided by 96, so for such 𝑛, all new places
will be different.

Thus, each suitable positive integer 𝑛 < 48 corresponds to 𝑛 + 1 6 48, which is relatively prime
to 96 = 25 · 3 – thus positive integers that are not relatively prime to 96 are multiples of either 2 or
3. There are exactly 48/2 = 24 numbers 𝑛 + 1 6 48 that are multiples of 2, and exactly 48/3 = 16
numbers that are multiples of 3, while 48/6 = 8 numbers are multiples of both 2 and 3. In total, there
are exactly 24 + 16 − 8 = 32 distinct positive integers 𝑛 + 1 6 48, which are multiples of either 2 or 3;
thus, there will be exactly 48 − 32 − 1 = 15 numbers 𝑛 + 1 > 1 that are relatively prime to 96 and not
exceeding 48.

Criteria:

� incorrect solution with the idea of enumerating the people clockwise or counterclockwise – 1
pre-point;

� the idea of co-primality of (𝑁 + 1) and 96 is presented, but not proven – 2 pre-points;

� partially correct solution, and it is proven that (𝑁 + 1) and 96 are relatively prime – 3 pre-points;

� completely correct solution, but the answer is incorrect – 4 pre-points;

� completely correct and justified solution – 5 pre-points.
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8𝑡ℎ degree

Task 1. 12 ребят встали в ряд, причем известно, что есть ровно 2 девочки, справа от которых
стоит мальчик; ровно 3 мальчика, справа от которых стоит девочка; ровно 2 мальчика, справа от
которых стоит мальчик; ровно 4 девочки, справа от которых стоит девочка.

Сколькими способами можно выстроить этих ребят так, чтобы выполнялись все описанные
условия?

12 children stand in a row. It is known that there are exactly 2 girls with a boy standing immediately
to their right; exactly 3 boys with a girl standing immediately to their right; exactly 2 boys with a boy
standing immediately to their right; and exactly 4 girls with a girl standing immediately to their right.

How many ways are there to arrange these children in order to satisfy all the conditions above?

Answer: 36 · 5! · 7! = 440899200

Решение (RUS). Весь ряд может быть разбит на последовательности стоящих подряд ре-
бят одного пола. Поскольку есть ровно 2 девочки, справа от которых стоит мальчик, и ровно 3
мальчика, справа от которых стоит девочка, имеем следующую последовательность:

𝐵𝐺𝐵𝐺𝐵𝐺

(здесь «𝐵» – ряд из одного или нескольких мальчиков, «𝐺» – ряд из одной или нескольких дево-
чек). Отметим, что ровно пятеро из всех ребят – мальчики, а значит, остальные семь – девочки.

В каждом ряду мальчиков есть хотя бы один их представитель, а значит, остальные 2 мальчика
могут занять любые места в этих трех рядах – у них для этого есть 32 = 9 способов; кроме того,
возможны перестановки мальчиков между собой – всего 5! = 1 · 2 · 3 · 4 · 5 = 120 перестановок.
Итого есть 32 · 5! = 9 · 120 = 1080 способов расставить 5 мальчиков на нужные места. Аналогично,
найдем количество способов расставить по своим местам 7 девочек: 34 · 7! = 408240 способов.

Итак, есть 1080 · 408240 = 440899200 способов расставить мальчиков и девочек.

Критерии оценивания:

� показано, что из двенадцати ребят пятеро – мальчики – 2 первичных балла;

� верное и обоснованное решение с ошибкой в подсчете перестановок – 4 первичных балла;

� полностью верное и обоснованное решение – 5 первичных баллов.

Solution (ENG). The entire row can be divided into sequences of consecutive children of the
same gender. Since there are exactly 2 girls with a boy standing to their right, and exactly 3 boys with
a girl standing to their right, we have the following sequence:

𝐵𝐺𝐵𝐺𝐵𝐺

(here «𝐵» is a row of one or more boys, «𝐺» is a row of one or more girls). Note that exactly five of
the children are boys, meaning the remaining seven are girls.

Each row of boys contains at least one representative, meaning the remaining 2 boys can occupy
any positions in these three rows – they have 32 = 9 ways to do so. Furthermore, the boys can be
permuted among themselves – a total of 5! = 1 · 2 · 3 · 4 · 5 = 120 permutations. In total, there are
32 · 5! = 9 · 120 = 1080 ways to arrange the 5 boys in the desired positions. Similarly, let’s find the
number of ways to arrange 7 girls in their places: 34 · 7! = 408240 ways.

So, there are 1080 · 408240 = 440899200 ways to arrange the boys and girls.

Criteria:
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� it is shown that out of twelve children, five are boys - 2 pre-points;

� a correct and justified solution with an error in calculating permutations - 4 pre-points;

� a completely correct and justified solution - 5 pre-points.

Task 2. В туристическом лагере 11 отрядов, причем любые два отряда содержат различное коли-
чество участников, а самый многочисленный из отрядов называется «Дикобразы». Кроме того, в
ходе тренировок обнаружилось, что, в случае необходимости, любой из отрядов можно расформи-
ровать, а его участников перераспределить по других отрядам так, что количество участников во
всех оставшихся отрядах станет одинаковым. Каково минимальное возможное количество участ-
ников в отряде «Дикобразы»?

A camp has 11 squads, each with a different number of members, and the largest squad is called
«Porcupines». Furthermore, training revealed that any squad can be disbanded and its members
redistributed among other squads such that the remaining squads have the same number of members.
What the least number of members in the «Porcupines» squad can be?

Answer: 55

Решение (RUS). Обозначим количества участников разных отрядов за 𝑘1 < 𝑘2 < . . . <
𝑘11, где 𝑘11 – это количество участников в «Дикобразах». Исходя из условия, общее количе-
ство участников 𝑆 делится на 10, так как возможно его перераспределение на 10 одинаковых
частей. Кроме того, при расформировании наименьшей группы получается, что 𝑘1 участника-
ми, как минимум, потребуется заполнить количества, дополняющие группу с 𝑘2 до 𝑘11 (или
более), 𝑘3 до 𝑘11, . . ., каждой из групп 𝑘𝑖 (𝑖 от 2 до 10) до 𝑘11. Значит, имеем соотношение:
𝑘1 > (𝑘11 − 𝑘2) + (𝑘11 − 𝑘3) + . . . + (𝑘11 − 𝑘10), или, эквивалентно:

𝑘1 + 𝑘2 + . . . + 𝑘10 > 9𝑘11

(𝑘10 − 9) + (𝑘10 − 8) + . . . + (𝑘10 − 1) + 𝑘10 > 𝑘1 + 𝑘2 + . . . + 𝑘9 + 𝑘10 > 9𝑘11 > 9(𝑘10 + 1),

Далее 10𝑘10 − (9 + 8 + . . . + 1) > 9(𝑘10 + 1) ⇔ 𝑘10 >
9 · 10

2
+ 9 = 54, т.е. 𝑘10 > 54.

Убедимся, что набор чисел 45, 46, . . . , 54, 55 действительно подходит. Во-первых, в наборе 11
чисел. Во-вторых, если расформирована наименьшая группа, то 45 надо распределить между
количествами 55 − 46, 55 − 47, . . . , 55 − 54, то есть между количествами 9, 8, . . . , 1 – сумма этих
чисел и есть 45. Если расформирована группа с номером 𝑖 (но не 11-я), то количество 44 + 𝑖
надо распределить между количествами 55 − 45, . . . , 55 − (43 + 𝑖), 55 − (45 + 𝑖), . . . , 55 − 54, т.е.
10, . . . , 12− 𝑖, 10− 𝑖, . . . , 1, т.е. все числа от 10 до 1 кроме 11− 𝑖. Эта сумма равна 55−11+ 𝑖 = 44+ 𝑖,
что в точности совпадает с освободившимся количеством.

Если же расформирована крупнейшая группа, то освободилось 55 человек, которых можно
распределить в группы, начиная с минимальной, так: 10, 9, . . . , 1, что, очевидно, использует всех
и даст равные количества участников в группах.

Таким образом, 𝑘11 > 𝑘10 + 1 > 54 + 1 = 55, и приведен пример на 55. Значит, 55 – минимально
возможное количество участников в группе «Дикобразы».

Критерии оценивания:

� верное и обоснованное решение с незначительной ошибкой – 4 первичных балла;

� полностью верное и обоснованное решение – 5 первичных баллов.
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Solution (ENG). Let’s denote the numbers of participants in different squads as 𝑘1 < 𝑘2 < . . . <
𝑘11, where 𝑘11 is the number of participants in «Porcupines». Based on the condition, the total number
of participants 𝑆 is divisible by 10, since it can be redistributed into 10 equal parts. Moreover, when
disbanding the smallest group, it turns out that 𝑘1 participants, at a minimum, will need to fill the
quantities that complement the group from 𝑘2 to 𝑘11 (or more), 𝑘3 to 𝑘11, . . ., each of the groups 𝑘𝑖 (𝑖
from 2 to 10) to 𝑘11. Thus, we have the relation: 𝑘1 > (𝑘11 − 𝑘2) + (𝑘11 − 𝑘3) + . . . + (𝑘11 − 𝑘10), or,
equivalently:

𝑘1 + 𝑘2 + . . . + 𝑘10 > 9𝑘11

(𝑘10 − 9) + (𝑘10 − 8) + . . . + (𝑘10 − 1) + 𝑘10 > 𝑘1 + 𝑘2 + . . . + 𝑘9 + 𝑘10 > 9𝑘11 > 9(𝑘10 + 1),

Then 10𝑘10 − (9 + 8 + . . . + 1) > 9(𝑘10 + 1) ⇔ 𝑘10 >
9 · 10

2
+ 9 = 54, i.e. 𝑘10 > 54.

Let’s verify that the set of numbers 45, 46, . . . , 54, 55 is indeed suitable. First, there are 11 numbers
in the set. Second, if the smallest group is disbanded, then 45 must be distributed among the quantities
55− 46, 55− 47, . . . , 55− 54, that is, among the quantities 9, 8, . . . , 1 – the sum of these numbers is 45.
If group number 𝑖 (but not 11th) is disbanded, then the quantity 44 + 𝑖 must be distributed among the
quantities 55 − 45, . . . , 55− (43 + 𝑖), 55− (45 + 𝑖), . . . , 55− 54, that is, 10, . . . , 12 − 𝑖, 10− 𝑖, . . . , 1, that
is, all numbers from 10 to 1 except 11 − 𝑖. This sum is 55 − 11 + 𝑖 = 44 + 𝑖, which exactly coincides
with the vacated quantity.

If the largest group is disbanded, then 55 people are freed up, which can be divided into groups,
starting with the smallest, as follows: 10, 9, 1, which obviously uses everyone and results in equal
numbers of participants in the groups.

Thus, 𝑘11 > 𝑘10 + 1 > 54 + 1 = 55, and an example is given for 55. Therefore, 55 is the minimum
possible number of participants in the «Porcupines» group.

Criteria:

� a correct and justified solution with a minor error – 4 pre-points;

� a completely correct and justified solution – 5 pre-points.

Task 3. Дан правильный треугольник со стороной 99. На каждой из его сторон отмечены по 100
точек (включая вершины треугольника), делящих эти стороны на 99 равных частей. Через эти
точки параллельно сторонам треугольника проведены прямые, разбивающие его на маленькие
треугольнички со стороной 1. В каждой вершине маленького треугольничка лежит монетка. За
один ход разрешается выбрать любой треугольничек со стороной 1 и перевернуть все монетки в
его вершинах. Изначально все монетки лежали орлом вверх. Можно ли добиться того, чтобы все
монетки лежали бы решкой вверх?

A regular triangle with sides of length 99 is given. On each side 100 points are marked (including the
vertices of the triangle) dividing these sides into 99 equal parts. Lines are drawn through these points,
parallel to the sides of the initial triangle, dividing it into small triangles with sides of length 1. At each
vertex of the small triangle lies a coin. One is allowed to choose any triangle with side 1 and flip all
the coins at its vertices. Initially, all the coins are heads up. Is it possible to make all the coins tails up
after several flips?

Answer: Нет, нельзя / No, it is not possible.

Решение (RUS). Всего монеток ровно 100 ·101/2, и изначально каждая из них лежит орлом
вверх. Покрасим верхние стороны этих монеток в три цвета так, чтобы соседние монетки были бы
разноцветными (т.е. у каждой монетки покрашена будет только сторона, лежащая орлом вверх).
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Заметим, что количество монеток каждого цвета отличается друг от друга не более чем на 1, а
общее количество монет не делится на 3. Это означает, что есть такой цвет 𝐴, что количество
монеток этого цвета нечетно, и есть такой цвет 𝐵, что количество монеток этого цвета четно.
Каждая операция меняет четность количества монеток каждого цвета, поэтому, чтобы перевер-
нуть все монетки цвета 𝐴, нам потребуется нечетное количество операций, а чтобы перевернуть
все монетки цвета 𝐵 – четное количество операций. Значит, невозможно перевернуть монетки
цветов 𝐴 и 𝐵, и тем более невозможно перевернуть все монетки вообще.

Критерии оценивания:

� приведена идея раскраски вершин в три цвета и/или использования четности – 2 первичных
балла;

� верное и обоснованное решение с незначительной ошибкой – 4 первичных балла;

� полностью верное и обоснованное решение – 5 первичных баллов.

Solution (ENG). There are exactly 100 · 101/2 coins in total, and initially each one is heads up.
Let’s paint the top sides of these coins three colors so that adjacent coins are different colors (i.e., only
the side of each coin that is heads up is painted). Note that the number of coins of each color differs
from each other by no more than 1, and the total number of coins is not divisible by 3. This means that
there is a color 𝐴 such that the number of coins of this color is odd, and there is a color 𝐵 such that
the number of coins of this color is even. Each operation changes the parity of the number of coins of
each color, so to flip all the coins of color 𝐴, we will need an odd number of operations, and to flip all
the coins of color 𝐵, an even number of operations. This means that it is impossible to flip the coins of
colors 𝐴 and 𝐵, and even more impossible to flip all the coins at all.

Criteria:

� the idea of coloring vertices in three colors and/or using parity is given – 2 pre-points;

� a correct and justified solution with a minor error – 4 pre-points;

� a completely correct and justified solution – 5 pre-points.

Task 4. На сторонах выпуклого четырёхугольника 𝐴𝐵𝐶𝐷 как на гипотенузах построили прямо-
угольные треугольники 𝐴𝑃𝐵,𝐵𝑄𝐶,𝐶𝑅𝐷 и 𝐷𝑆𝐴. Оказалось, что 𝑃𝑅 ⊥ 𝑄𝑆, а также
𝑃𝑅 = 𝑄𝑆 = 1

2
(𝐴𝐵 + 𝐵𝐶 + 𝐶𝐷 + 𝐷𝐴). Определите все четырёхугольники 𝐴𝐵𝐶𝐷, для которых

такое возможно.

On the sides of a convex quadrilateral 𝐴𝐵𝐶𝐷 as hypotenuses, right triangles 𝐴𝑃𝐵,𝐵𝑄𝐶,𝐶𝑅𝐷 and
𝐷𝑆𝐴 were constructed. It turned out that 𝑃𝑅 ⊥ 𝑄𝑆 and 𝑃𝑅 = 𝑄𝑆 = 1

2
(𝐴𝐵 + 𝐵𝐶 + 𝐶𝐷 + 𝐷𝐴).

Determine all quadrilaterals 𝐴𝐵𝐶𝐷 for which this is possible.

Answer: все прямоугольники / all rectangles.

Решение (RUS). Пусть точки𝐾,𝐿,𝑀,𝑁 – середины сторон 𝐴𝐵,𝐵𝐶,𝐶𝐷,𝐷𝐴 выпуклого че-
тырёхугольника 𝐴𝐵𝐶𝐷, соответственно. Заметим, что в любом четырёхугольнике длина средней
линии, то есть отрезка, соединяющего середины двух противоположных сторон, не превосходит
полусуммы длин двух других сторон, причём равенство достигается в том и только в том слу-
чае, когда эти две другие стороны параллельны. Действительно, отметим середину 𝑋 диагонали
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𝐴𝐶. Тогда в треугольниках 𝐴𝐵𝐶 и 𝐴𝐷𝐶 отрезки 𝐾𝑋 и 𝑋𝑀 , соответственно, – средние линии,
т.е. 𝐾𝑋 = 𝐵𝐶/2, 𝑋𝑀 = 𝐴𝐷/2, а также 𝐾𝑋 ‖ 𝐵𝐶 и 𝑋𝑀 ‖ 𝐴𝐷. По обобщённому неравенству
треугольника имеем 𝐾𝑀 6 𝐾𝑋 + 𝑋𝑀 = (𝐵𝐶 + 𝐴𝐷)/2, причём равенство достигается в том и
только в том случае, когда точка 𝑋 лежит на отрезке 𝐾𝑀 . Так как 𝐾𝑋 ‖ 𝐵𝐶 и 𝑋𝑀 ‖ 𝐴𝐷, это
выполнено тогда и только тогда, когда 𝐵𝐶 ‖ 𝐴𝐷, что и требовалось.

Вернёмся к исходной задаче. По теореме о медиане прямоугольного треугольника, 𝑃𝐾 = 𝐴𝐵/2
и 𝑅𝑀 = 𝐶𝐷/2. Используя неравенство ломаной и доказанный ранее факт, получим 𝑃𝑅 6 𝑃𝐾 +
𝐾𝑀+𝑀𝑅 = 𝐴𝐵/2+𝐾𝑀+𝐶𝐷/2 6 (𝐴𝐵+𝐶𝐷)/2+(𝐵𝐶+𝐴𝐷)/2 = (𝐴𝐵+𝐵𝐶+𝐶𝐷+𝐷𝐴)/2, причём
равенство достигается в том и только в том случае, когда, во-первых, точки 𝑃,𝐾,𝑀,𝑅 лежат на
одной прямой именно в таком порядке (чтобы в равенство превратилось первое неравенство),
и, во-вторых, 𝐵𝐶 ‖ 𝐴𝐷 (чтобы в равенство превратилось второе неравенство). Таким образом,
условие, что отрезок 𝑃𝑅 равен полупериметру четырёхугольника 𝐴𝐵𝐶𝐷, равносильно тому, что
в этом четырёхугольнике стороны 𝐵𝐶 и 𝐴𝐷 параллельны (то есть он – либо трапеция, либо
параллелограмм), а точки 𝑃 и 𝑅 однозначно определяются продолжением средней линии 𝐾𝑀
на длину 𝐴𝐵/2 за точку 𝐾 и на длину 𝐶𝐷/2 за точку 𝑀 соответственно, что, в частности,
означает также параллельность отрезка 𝑃𝑄 сторонам 𝐵𝐶 и 𝐴𝐷. Те же рассуждения про отрезок
𝑄𝑆 приводят к тому, что стороны 𝐴𝐵 и 𝐶𝐷 параллельны, и отрезок 𝑄𝑆 параллелен им.

Таким образом, четырёхугольник 𝐴𝐵𝐶𝐷 должен быть параллелограммом. Наконец, тот факт,
что отрезки 𝑃𝑄 и 𝑅𝑆 перпендикулярны, означает теперь, что перпендикулярны стороны 𝐴𝐵 и
𝐵𝐶, то есть четырёхугольник 𝐴𝐵𝐶𝐷 является прямоугольником. Осталось заметить, что для
прямоугольника и описанных выше положений точек 𝑃,𝑄,𝑅, 𝑆 (они окажутся вершинами по-
строенных на сторонах прямоугольника как на гипотенузах во внешнюю сторону равнобедренных
прямоугольных треугольников) требуемое условие, очевидно, выполнено.

Критерии оценивания:

� доказана попарная параллельность противоположных сторон четырехугольника – 3 первич-
ных балла;

� верное и обоснованное решение с незначительной ошибкой – 4 первичных балла;

� полностью верное и обоснованное решение – 5 первичных баллов.

Solution (ENG). Let points 𝐾,𝐿,𝑀,𝑁 be the midpoints of sides 𝐴𝐵,𝐵𝐶,𝐶𝐷,𝐷𝐴 of a convex
quadrilateral 𝐴𝐵𝐶𝐷, respectively. Note that in any quadrilateral the length of the midline, that is, the
segment connecting the midpoints of two opposite sides, does not exceed half the sum of the lengths of
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the other two sides, and equality is attained if and only if these other two sides are parallel. Indeed, let
us mark the midpoint 𝑋 of diagonal 𝐴𝐶. Then in triangles 𝐴𝐵𝐶 and 𝐴𝐷𝐶 segments 𝐾𝑋 and 𝑋𝑀 ,
respectively, are midlines, i.e. 𝐾𝑋 = 𝐵𝐶/2, 𝑋𝑀 = 𝐴𝐷/2, as well as 𝐾𝑋 ‖ 𝐵𝐶 and 𝑋𝑀 ‖ 𝐴𝐷. By the
generalized triangle inequality, we have 𝐾𝑀 6 𝐾𝑋 + 𝑋𝑀 = (𝐵𝐶 + 𝐴𝐷)/2, and equality is achieved
if and only if the point 𝑋 lies on the segment 𝐾𝑀 . Since 𝐾𝑋 ‖ 𝐵𝐶 and 𝑋𝑀 ‖ 𝐴𝐷, this is true if and
only if 𝐵𝐶 ‖ 𝐴𝐷, as required.

Lets return to the original problem. By the right triangle median theorem, 𝑃𝐾 = 𝐴𝐵/2 and
𝑅𝑀 = 𝐶𝐷/2. Using the polygonal line inequality and the previously proven fact, we obtain 𝑃𝑅 6
𝑃𝐾+𝐾𝑀+𝑀𝑅 = 𝐴𝐵/2+𝐾𝑀+𝐶𝐷/2 6 (𝐴𝐵+𝐶𝐷)/2+(𝐵𝐶+𝐴𝐷)/2 = (𝐴𝐵+𝐵𝐶+𝐶𝐷+𝐷𝐴)/2,
and equality is achieved if and only if, firstly, the points 𝑃,𝐾,𝑀,𝑅 lie on the same line in exactly this
order (so that the first inequality turns into equality), and, secondly, 𝐵𝐶 ‖ 𝐴𝐷 (so that the second
inequality turns into equality). Thus, the condition that the segment 𝑃𝑅 is equal to the semiperimeter
of the quadrilateral 𝐴𝐵𝐶𝐷 is equivalent to the fact that in this quadrilateral, sides 𝐵𝐶 and 𝐴𝐷 are
parallel (that is, it is either a trapezoid or a parallelogram), and points 𝑃 and 𝑅 are uniquely determined
by the extension of the midline 𝐾𝑀 by the length 𝐴𝐵/2 beyond the point 𝐾 and by the length 𝐶𝐷/2
beyond the point 𝑀 , respectively. This, in particular, also means that the segment 𝑃𝑄 is parallel to
sides 𝐵𝐶 and 𝐴𝐷. The same reasoning for the segment 𝑄𝑆 leads to the conclusion that sides 𝐴𝐵 and
𝐶𝐷 are parallel, and the segment 𝑄𝑆 is parallel to them.

Thus, quadrilateral 𝐴𝐵𝐶𝐷 must be a parallelogram. Finally, the fact that segments 𝑃𝑄 and 𝑅𝑆 are
perpendicular now means that sides 𝐴𝐵 and 𝐵𝐶 are perpendicular, that is, quadrilateral 𝐴𝐵𝐶𝐷 is a
rectangle. It remains to note that for a rectangle and the above-described positions of points 𝑃,𝑄,𝑅, 𝑆
(they will turn out to be the vertices of isosceles right triangles constructed on the sides of the rectangle
as on the hypotenuses outwards), the required condition is obviously satisfied.

Criteria:

� pairwise parallelism of opposite sides of a quadrilateral is proven - 3 pre-points;

� a correct and justified solution with a minor error – 4 pre-points;

� a completely correct and justified solution – 5 pre-points.

Task 5. Среди всех 𝑛 > 3 учеников 8-го класса был проведен шахматный турнир, причем каждый
одержал победу как минимум в одной партии, и любые двое участников турнира сыграли друг с
другом не более одного раза.

Найдите все возможные значения 𝑛, если известно, что для любой пары учеников 𝐴,𝐵, в ко-
торой 𝐴 не выиграл у 𝐵, найдется такой ученик 𝐶, что 𝐴 выиграл у 𝐶, а 𝐶 выиграл у 𝐵.

A chess tournament was held among all 𝑛 > 3 students of a class. Each student won at least one
game, and no two participants played each other more than once.

Find all possible values of 𝑛 such that for any pair of students 𝐴,𝐵 such that 𝐴 did not win against
𝐵, there is a student 𝐶 such that 𝐴 won against 𝐶 and 𝐶 won against 𝐵.

Answer: 𝑛 > 5

Решение (RUS). Построим ориентированный граф, вершины которого – ученики класса, а
направленные ребра обозначают победы в партиях между ними. Тогда условие задачи равносильно
существованию такого ориентированного графа на 𝑛 > 3 вершинах без кратных ребер, что путь
из любой вершины до любой другой проходит не более чем по двум ребрам (такой путь будем
называть «нужным»). Очевидно, если в графе проведены не все возможные ребра, то всегда
можно провести «недостающие», выбрав их направления произвольным образом, и требования
условия задачи не будут нарушены.



Innopolis Open 2025/26 in Mathematics Final round

Сначала убедимся в том, что для 𝑛 = 4 искомого графа не существует; пусть вершины графа
– 𝐴,𝐵,𝐶,𝐷. Есть два случая:

� из любой вершины можно дойти в любую другую, пройдя по одному ребру: это невозможно,
т.к. есть 4 · 3 = 12 упорядоченных пар вершин, в то время как ребер – не более 6;

� из любой вершины можно дойти в любую другую, пройдя по одному или двум ребрам: пусть
есть ребра 𝐴 → 𝐵 и 𝐵 → 𝐶. Тогда возможны два случая:

– существует ребро 𝐴 → 𝐶: тогда, чтобы существовал нужный путь из 𝐶 в 𝐴, необходимы
ребра 𝐶 → 𝐷 и 𝐷 → 𝐴; чтобы существовал нужный путь из 𝐵 в 𝐴, необходимо ребро
𝐵 → 𝐷, но тогда нет нужного пусти из 𝐶 в 𝐵;

– существует ребро 𝐶 → 𝐴: тогда, чтобы существовал нужный путь из 𝐷 в 𝐴, необходимо
провести либо 𝐷 → 𝐶, либо 𝐷 → 𝐴, либо 𝐴 → 𝐷. В первом случае необходимо провести
𝐵 → 𝐷, и тогда, чтобы существовал путь из 𝐷 в 𝐵, необходимо 𝐷 → 𝐴, но тогда не
существует нужного пути из 𝐶 в 𝐷; второй случай сводится к первому, а в третьем
случае, рассматриваемом аналогично, не находится нужного пути либо из 𝐵 в 𝐷, либо
наоборот.

Докажем по индукции, что для 𝑛 > 5 искомый граф существует. База индукции (𝑛 = 5): см.
рисунок ниже.

Индукционная гипотеза: пусть существует искомый граф Γ на 𝑛 > 5 вершинах.
Шаг индукции: покажем, как построить требуемый граф на (𝑛 + 1) вершине – добавим к имею-
щемуся графу Γ новую вершину 𝑋. Рассмотрим два случая:

� если 𝑛 четно, то разобьем все вершины графа Γ на упорядоченные пары (𝐴𝑖, 𝐵𝑖) с ребром
𝐴𝑖 → 𝐵𝑖 (𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛/2). Тогда проведем новые ребра так: 𝐵𝑖 → 𝑋 и 𝑋 → 𝐴𝑖 (образовав
для всех 𝑖 циклы длины 3). Выберем две произвольные вершины полученного графа – если
ни одна из них не совпадает с 𝑋, то воспользуемся индукционной гипотезой; если только
одна из них (назовем ее 𝐶) не совпадает с 𝑋, то она входит в одну из описанных пар (𝐴𝑖, 𝐵𝑖),
которые вместе с 𝑋 образуют цикл длины 3, т.е. из любой из них существует нужный путь
в любую другую;

� если 𝑛 нечетно, то выберем произвольную вершину 𝐴 графа Γ – она соединена ребрами
со всеми остальными его вершинами, причем либо входящих в нее, либо выходящих (либо
тех и других) ребер не менее 2. Если существуют два выходящих из 𝐴 ребра (в 𝐵 и 𝐶),
то разобьем остальные вершины Γ на пары, как описано в предыдущем случае. Для новой
вершины 𝑋, помимо циклов длины 3 с парами, как описано в предыдущем случае, проведем
ребра 𝑋 → 𝐴, 𝐵 → 𝑋, 𝐶 → 𝑋. Легко убедиться в том, что полученный граф удовлетворяет
требованиям задачи, а случай с двумя входящими в 𝐴 ребрами рассматривается аналогично.
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Индукция завершена, и вместе с ней – решение задачи.

Критерии оценивания:

� доказано, что 𝑛 ̸= 4, приведен пример для 𝑛 = 5 – 2 первичных балла;

� верное и обоснованное решение с незначительной ошибкой – 4 первичных балла;

� полностью верное и обоснованное решение – 5 первичных баллов.

Solution (ENG). Lets construct a directed graph whose vertices are the students of the class,
and whose directed edges denote victories in games between them. Then the task statement is equivalent
to the existence of a directed graph on 𝑛 > 3 vertices without multiple edges such that the path from
any vertex to any other passes along no more than two edges (we will call such a path «required»).
Obviously, if not all possible edges are drawn in the graph, then the missing ones can always be drawn
by choosing their directions arbitrarily, and the requirements of the task statement will not be violated.

First, let’s verify that for 𝑛 = 4 the desired graph does not exist; let the graph vertices be 𝐴,𝐵,𝐶,𝐷.
There are two cases:

� it is possible to reach any other vertex from any vertex by passing along one edge: it is impossible,
since there are 4 · 3 = 12 ordered pairs of vertices, while there are at most 6 edges;

� it is possible to reach any other vertex by traversing one or two edges: suppose there are edges
𝐴 → 𝐵 and 𝐵 → 𝐶. Then two cases are possible:

– there is an edge 𝐴 → 𝐶: then, for the required path from 𝐶 to 𝐴 to exist, the edges 𝐶 → 𝐷
and 𝐷 → 𝐴 are required; for the required path from 𝐵 to 𝐴 to exist, the edge 𝐵 → 𝐷 is
required, but then there is no required path from 𝐶 to 𝐵;

– there is an edge 𝐶 → 𝐴: then, for the required path from 𝐷 to 𝐴 to exist, it is necessary to
draw either 𝐷 → 𝐶, or 𝐷 → 𝐴, or 𝐴 → 𝐷. In the first case, 𝐵 → 𝐷 must be drawn, and
then, for a path from 𝐷 to 𝐵 to exist, 𝐷 → 𝐴 must exist, but then the required path from
𝐶 to 𝐷 does not exist; the second case reduces to the first, and in the third case, considered
similarly, there is no required path either from 𝐵 to 𝐷, or vice versa.

We prove by induction that for 𝑛 > 5 the desired graph exists. Induction basis (𝑛 = 5): see the
picture below.
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Induction hypothesis: let the required graph Γ on 𝑛 > 5 vertices exist.
Induction step: we will show how to construct the required graph on (𝑛 + 1) vertices by adding a new
vertex 𝑋 to the existing graph Γ. Consider two cases:

� if 𝑛 is even, then we partition all vertices of the graph Γ into ordered pairs (𝐴𝑖, 𝐵𝑖) with an edge
𝐴𝑖 → 𝐵𝑖 (𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛/2). Then we draw new edges as follows: 𝐵𝑖 → 𝑋 and 𝑋 → 𝐴𝑖 (forming
cycles of length 3 for all 𝑖). We choose two arbitrary vertices of the resulting graph. If neither of
them coincides with 𝑋, then we use the induction hypothesis. If only one of them (let’s call it 𝐶)
does not coincide with 𝑋, then it is included in one of the described pairs (𝐴𝑖, 𝐵𝑖), which together
with 𝑋 form a cycle of length 3, i.e., there is a required path from any of them to any other;

� if 𝑛 is odd, then we choose an arbitrary vertex 𝐴 of the graph Γ – it is connected by edges to all
its other vertices, and there are at least 2 incoming or outgoing edges (or both). If there are two
outgoing edges from 𝐴 (to 𝐵 and 𝐶), then we divide the remaining vertices of Γ into pairs, as
described in the previous case. For the new vertex 𝑋, in addition to cycles of length 3 with the
pairs described in the previous case, we draw the edges 𝑋 → 𝐴, 𝐵 → 𝑋, 𝐶 → 𝑋. It’s easy to
verify that the resulting graph satisfies the requirements of the problem, and the case with two
edges entering 𝐴 is treated similarly.

The induction is complete, and so is the task’s solution.

Criteria:

� it is proven that 𝑛 ̸= 4, an example is given for 𝑛 = 5 – 2 pre-points;

� a correct and justified solution with a minor error – 4 pre-points;

� a completely correct and justified solution – 5 pre-points.
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9𝑡ℎ degree

Task 1. Пусть 𝑆(𝑚) – сумма всех цифр десятичной записи натурального числа 𝑚. Существует ли
натуральное 𝑛, для которого 𝑆(𝑛2026) = 𝑆(𝑛) + 2026?

Let 𝑆(𝑚) be the sum of all digits of the decimal notation of a positive integer𝑚. Is there any positive
integer 𝑛 such that 𝑆(𝑛2026) = 𝑆(𝑛) + 2026?

Answer: Нет, не существует / No, there is not.

Решение (RUS). Отметим, что любое натуральное 𝑛 дает тот же остаток при делении на 3,
что и сумма цифр его десятичной записи. Пусть 𝑘 – остаток при делении 𝑛 на 3, тогда 𝑛 ≡ 𝑆(𝑛) ≡ 𝑘
(mod 3), и 𝑛2026 ≡ 𝑆(𝑛2026) ≡ 𝑘2026 (mod 3), причем из уравнения следует 𝑘2026 ≡ 𝑘+2026 (mod 3),
что невозможно (убеждаемся в этом перебором 𝑘 = 0, 1, 2, где 22026 ≡ (−1)2026 ≡ 1 (mod 3)) –
значит, уравнение не имеет корней.

Критерии оценивания:

� приведена идея использовать остаток от деления на 3 и/или 9 – 1 первичный балл;

� верное и обоснованное решение с незначительной ошибкой – 4 первичных балла;

� полностью верное и обоснованное решение – 5 первичных баллов.

Solution (ENG). Note that any positive integer 𝑛 has the same remainder when divided by
3 as the sum of the digits of its decimal notation. Let 𝑘 be the remainder when dividing 𝑛 by
3, then 𝑛 ≡ 𝑆(𝑛) ≡ 𝑘 (mod 3), and 𝑛2026 ≡ 𝑆(𝑛2026) ≡ 𝑘2026 (mod 3), and from the equation it
follows that 𝑘2026 ≡ 𝑘 + 2026 (mod 3), which is impossible (we verify this by trying 𝑘 = 0, 1, 2 while
22026 ≡ (−1)2026 ≡ 1 (mod 3)) – by that, the equation has no roots.

Criteria:

� the idea of using the remainder when divided by 3 and/or 9 is given – 1 pre-point;

� a correct and justified solution with a minor error – 4 pre-points;

� a completely correct and justified solution – 5 pre-points.

Task 2. Аня и Боря играют в игру: Боря называет натуральное число 𝑛 > 2, а Аня красит каждое
целое число от 1 до 𝑛 в один из трех цветов. Аня выиграет, если сможет покрасить числа так, что
разность любых двух одноцветных чисел не равна точному квадрату. Сможет ли Аня выиграть,
если Боря назовет
а) 𝑛 = 16;
б) 𝑛 = 29?

Ann and Boris are playing a game: Boris names a positive integer 𝑛 > 2, then Ann colors each
integer from 1 to 𝑛 one of three colors. Ann wins if she can color the numbers in such way that the
difference between any two numbers of the same color is not a perfect square. Can Ann win if Boris
names:
a) 𝑛 = 16;
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b) 𝑛 = 29?

Answer: а) да; б) нет / a) yes; b) no.

Решение (RUS). а) Аня выиграет, если раскрасит числа так (через 𝐴,𝐵,𝐶 обозначены
цвета):

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
A B A B C A B A B C A B C A B C

б) Докажем, что Аня проиграет. Заметим, что в наборах (1, 10, 26) и (1, 17, 26) совпадают два
числа из трех, а любая разность двух чисел является точным квадратом, поскольку совпадает с
числом из пифагоровой тройки 9, 16, 25. Значит, числа 10 и 17 одноцветны – пусть она имеют цвет
𝐴. Аналогично доказывается, что числа 11 и 18 одноцветны; поскольку 11 = 10 + 12, оба числа
11 и 18 имеют другой цвет – назовем его 𝐵. Далее, по аналогичным соображениям, числа 12 и 19
одноцветны, но поскольку 12 = 11 + 12 и 19 = 10 + 32, их цвет отличается от 𝐴 и 𝐵 – назовем его
𝐶.

Наконец, рассмотрим также одноцветную пару чисел 13 и 20. Заметим, что 13 = 12+12, поэто-
му они не могут быть покрашены в цвет 𝐶; 17 = 13 + 22, поэтому они не могут быть покрашены
в цвет 𝐴; 20 = 11 + 32, поэтому они не могут быть покрашены в цвет 𝐵. Таким образом, искомой
раскраски не существует.

Критерии оценивания:

� приведен верный пример для п.а): +1 первичный балл;

� доказательство в п.б) содержит незначительные недочеты: +3 первичных балла;

� приведено верное доказательство в п.б): +4 первичных балла.

Solution (ENG). a) Ann wins if she colors the numbers as follows (colors are denoted by 𝐴,𝐵,𝐶):

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
A B A B C A B A B C A B C A B C

b) Let’s prove that Ann loses. Note that in the sets (1, 10, 26) and (1, 17, 26) two out of three numbers are
common, and any difference between two numbers is a perfect square, since it coincides with a number
in the Pythagorean triple 9, 16, 25. Therefore, the numbers 10 and 17 are monochromatic – let’s call
their color 𝐴. Similarly, we prove that the numbers 11 and 18 are monochromatic; since 11 = 10 + 12,
both 11 and 18 have another color – let’s call it 𝐵. Further, by similar arguments, the numbers 12 and
19 are monochromatic, but since 12 = 11 + 12 and 19 = 10 + 32, their color differs from 𝐴 and 𝐵 – let’s
call it 𝐶.

Finally, consider the monochromatic pair of numbers 13 and 20. Note that 13 = 12 + 12, so they
cannot be colored 𝐶; 17 = 13 + 22, so they cannot be colored 𝐴; 20 = 11 + 32, so they cannot be colored
𝐵. Thus, the desired coloring does not exist.

Criteria:

� the correct example is given for p.a): +1 pre-point;

� the proof in p.b) contains minor flaws: +3 pre-points;

� the correct proof is given in p.b): +4 pre-points.
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Task 3. На катетах 𝐴𝐶 и 𝐵𝐶 прямоугольного треугольника 𝐴𝐵𝐶 отметили такие точки 𝐾 и 𝐿,
что 𝐴𝐾 = 𝐶𝐿 = 𝑟, где 𝑟 – радиус вписанной окружности треугольника 𝐴𝐵𝐶. Оказалось, что
середина отрезка 𝐾𝐿 лежит на биссектрисе угла ∠𝐴𝐵𝐶. Найдите углы треугольника 𝐴𝐵𝐶.

On the cathetes 𝐴𝐶 and 𝐵𝐶 of a right triangle 𝐴𝐵𝐶, points 𝐾 and 𝐿 were marked such that
𝐴𝐾 = 𝐶𝐿 = 𝑟, where 𝑟 is the radius of the inscribed circle of triangle 𝐴𝐵𝐶. It turned out that the
midpoint of the segment𝐾𝐿 lies on the bisector of the angle ∠𝐴𝐵𝐶. Find all angles of the triangle 𝐴𝐵𝐶.

Answer: 45∘, 45∘, 90∘

Решение (RUS). Пусть 𝐼 – центр вписанной окружности треугольника 𝐴𝐵𝐶, 𝑀 – сере-
дина отрезка 𝐾𝐿. Как известно, в прямоугольном треугольнике вершина прямого угла, центр
вписанной окружности и точки касания вписанной окружности с катетами образуют квадрат (это
следует из перпендикулярности радиусов к касательным в точках касания и равенства отрезков
касательных, проведённых из одной точки). Значит, 𝐿 – это точка касания вписанной окружно-
сти треугольника 𝐴𝐵𝐶 с его катетом 𝐴𝐵. Заметим, что 𝐴𝐾 ⊥ 𝐵𝐶 и 𝐼𝐿 ⊥ 𝐵𝐶, откуда следу-
ет, что 𝐴𝐾 ‖ 𝐼𝐿. Таким образом, в четырёхугольнике 𝐴𝐾𝐿𝐼 противоположные стороны равны
(𝐴𝐾 = 𝐼𝐿 = 𝑟) и параллельны – следовательно, это параллелограмм. Отсюда получаем равенство
накрест лежащих углов ∠𝐿𝑀𝐼 = ∠𝑀𝐼𝐴. Но ∠𝑀𝐼𝐴 = ∠𝐼𝐴𝐵 + ∠𝐼𝐵𝐴 = (∠𝐶𝐴𝐵 + ∠𝐶𝐵𝐴)/2 =
(180∘ − ∠𝐴𝐶𝐵)/2 = (180∘ − 90∘)/2 = 45∘. Заметим также, что 𝐶𝐼 – биссектриса угла 𝐶, т.е.
∠𝐼𝐶𝐿 = (∠𝐴𝐶𝐵)/2 = (90∘)/2 = 45∘. Отсюда ∠𝐿𝑀𝐼 = ∠𝑀𝐼𝐴 = 45∘ = ∠𝐼𝐶𝐿, а значит, точки
𝐼,𝑀,𝐶, 𝐿 лежат на одной окружности. В частности, это означает, что ∠𝐶𝑀𝐿 = ∠𝐶𝐼𝐿. Заметим,
что в прямоугольном треугольнике 𝐶𝐾𝐿 отрезок 𝐶𝑀 – медиана, проведённая к гипотенузе. Зна-
чит, 𝐶𝑀 = 𝑀𝐿 = 𝐾𝑀 , т.е. треугольник 𝐶𝐾𝑀 – равнобедренный, ∠𝐶𝐾𝑀 = ∠𝐾𝐶𝑀 . Но из парал-
лельности 𝐴𝐼 и 𝐾𝐿 имеем ∠𝐶𝐾𝑀 = ∠𝐶𝐴𝐼 = (∠𝐶𝐴𝐵)/2. Значит, ∠𝐶𝑀𝐿 = ∠𝐶𝐾𝑀 + ∠𝐾𝐶𝑀 =
2∠𝐶𝐾𝑀 = ∠𝐶𝐴𝐵. Поскольку ∠𝐶𝐼𝐿 = 45∘ (как угол между стороной и диагональю квадрата),
получаем ∠𝐶𝐴𝐵 = ∠𝐶𝑀𝐿 = ∠𝐶𝐼𝐿 = 45∘. Таким образом, прямоугольный треугольник 𝐴𝐵𝐶 –
равнобедренный, и его углы равны 45∘, 45∘, 90∘. Обратными рассуждениями легко понять, что в
таком треугольнике условие задачи выполнено.

Критерии оценивания:

� доказано, что 𝐴𝐼𝐿𝐾 – параллелограмм, либо другое значительное продвижение – 2 первич-
ных балла;

� верное и обоснованное решение с незначительным недочетом – 4 первичных балла;

� полностью верное и обоснованное решение – 5 первичных баллов.



Innopolis Open 2025/26 in Mathematics Final round

Solution (ENG). Let 𝐼 be the center of the inscribed circle of triangle 𝐴𝐵𝐶, 𝑀 be the midpoint
of segment 𝐾𝐿. As is known, in a right triangle the vertex of the right angle, the center of the inscribed
circle, and the points of tangency of the inscribed circle with its legs form a square (this follows from the
perpendicularity of the radii to the tangents at the points of tangency and the equality of the segments
of tangents drawn from a single point). Hence, 𝐿 is the point of tangency of the inscribed circle of
triangle 𝐴𝐵𝐶 with its leg 𝐴𝐵. Note that 𝐴𝐾 ⊥ 𝐵𝐶 and 𝐼𝐿 ⊥ 𝐵𝐶, whence it follows that 𝐴𝐾 ‖ 𝐼𝐿.
Thus, in quadrilateral 𝐴𝐾𝐿𝐼 opposite sides are equal (𝐴𝐾 = 𝐼𝐿 = 𝑟) and parallel – consequently,
it is a parallelogram. From this we obtain the equality of alternate angles ∠𝐿𝑀𝐼 = ∠𝑀𝐼𝐴. But
∠𝑀𝐼𝐴 = ∠𝐼𝐴𝐵 + ∠𝐼𝐵𝐴 = (∠𝐶𝐴𝐵 + ∠𝐶𝐵𝐴)/2 = (180∘ − ∠𝐴𝐶𝐵)/2 = (180∘ − 90∘)/2 = 45∘.
Note also that 𝐶𝐼 is the bisector of angle 𝐶, i.e. ∠𝐼𝐶𝐿 = (∠𝐴𝐶𝐵)/2 = (90∘)/2 = 45∘. Hence
∠𝐿𝑀𝐼 = ∠𝑀𝐼𝐴 = 45∘ = ∠𝐼𝐶𝐿, which means that points 𝐼,𝑀,𝐶, 𝐿 lie on the same circle. In
particular, this means that ∠𝐶𝑀𝐿 = ∠𝐶𝐼𝐿. Note that in a right triangle 𝐶𝐾𝐿 the segment 𝐶𝑀
is the median drawn to the hypotenuse. Hence, 𝐶𝑀 = 𝑀𝐿 = 𝐾𝑀 , i.e. triangle 𝐶𝐾𝑀 is isosceles,
∠𝐶𝐾𝑀 = ∠𝐾𝐶𝑀 . But since 𝐴𝐼 and 𝐾𝐿 are parallel, we have ∠𝐶𝐾𝑀 = ∠𝐶𝐴𝐼 = (∠𝐶𝐴𝐵)/2. By
that, ∠𝐶𝑀𝐿 = ∠𝐶𝐾𝑀 + ∠𝐾𝐶𝑀 = 2∠𝐶𝐾𝑀 = ∠𝐶𝐴𝐵. Since ∠𝐶𝐼𝐿 = 45∘ (as the angle between a
side and a diagonal of a square), we get ∠𝐶𝐴𝐵 = ∠𝐶𝑀𝐿 = ∠𝐶𝐼𝐿 = 45∘. Thus, right triangle 𝐴𝐵𝐶
is isosceles, and its angles are equal to 45∘, 45∘, 90∘. By inverse reasoning, it is easy to see that the
condition of the task is satisfied in such a triangle.

Criteria:

� 𝐴𝐼𝐿𝐾 is proven to be a parallelogram, or another significant advancement – 2 pre-points;

� a correct and justified solution with a minor flaw – 4 pre-points;

� a completely correct and justified solution – 5 pre-points.

Task 4. Не считая внешней твёрдой обложки, все страницы книги занумерованы так: на первом
листе напечатаны страницы 1 и 2, на втором – страницы 3 и 4, и т.д. Из этой книги выпал ку-
сок, в котором содержится ровно половина листов книги, идущих подряд. Коля посчитал сумму
оставшихся страниц и получил 2025. Найдите номер первой страницы выпавшего куска.

Except for the outer hard cover, all the pages of the book are enumerated as follows: the first sheet
contains pages 1 and 2, the second sheet contains pages 3 and 4, and so on. A piece of the book has
fallen out, containing exactly half of the book’s consecutive pages. Nicholas calculated the sum of the
pages in the remaining piece and got 2025. Find the number of the first page of the piece that has fallen
out.

Answer: 45

Решение (RUS). Обозначим количество листов книги за 𝑛; из условия следует, что 𝑛 чёт-
но. Отметим, что раз нумерация начинается начинается с листа со страницами 1 и 2, то и далее
на каждом листе сначала идёт нечётная (по номеру) страница, а далее не этом листе – чётная
страница. Обозначим номер первой из выпавших страниц за 𝑘 + 1 для некоторого целого неотри-
цательного 𝑘 – этот номер должен быть нечётным, а значит 𝑘 – чётное число, причем 𝑘 6 𝑛.

Количество страниц в книге равно 2𝑛 (вдвое больше количества листов), и выпали 𝑛/2 листов,
то есть 𝑛 страниц, номера которых – все натуральные числа от 𝑘 + 1 до 𝑘 + 𝑛 включительно. Их

сумма равна
(𝑛 + 𝑘)(𝑛 + 𝑘 + 1)

2
− 𝑘(𝑘 + 1)

2
. Изначально в полной книге сумма номеров страниц
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равна
2𝑛(2𝑛 + 1)

2
. Таким образом, сумма номеров оставшихся страниц равна

2𝑛(2𝑛 + 1)

2
−

(︂
(𝑛 + 𝑘)(𝑛 + 𝑘 + 1)

2
− 𝑘(𝑘 + 1)

2

)︂
=

𝑛(3𝑛 + 1 − 2𝑘)

2
= 2025

Имеем 𝑛(3𝑛 + 1 − 2𝑘) = 2 · 2025 = 2 · 52 · 34. Найдём все возможные комбинации 𝑛 и 𝑘 для такого
равенства. Так как 0 6 𝑘 6 𝑛, то 𝑛 + 1 6 3𝑛 + 1 − 2𝑘 6 3𝑛 + 1.

Отметим, что 𝑛/2 и 3𝑛 + 1 − 2𝑘 – это комплементарные делители числа 2025 (то есть их
произведение – это само число 2025). Делители 2025 = 52 · 34 – это числа вида 3𝑖 · 5𝑗 для целых
неотрицательных 𝑖, 𝑗: 𝑖 6 4, 𝑗 6 2, а именно

1, 3, 9, 27, 81

5, 15, 45, 135, 405

25, 75, 225, 675, 2025

Они же порядке возрастания:

1, 3, 5, 9, 15, 25, 27, 45, 75, 81, 135, 225, 405, 675, 2025

Причём, как известно (и легко проверить), делители с номером 𝑠 с начала этого списка и с по-
рядковым номером 𝑠, считая с конца этого списка будут комплементарными. Откуда, домножая
первый ряд на 2, легко получить список из 15 «кандидатов» на роль чисел (𝑛, 3𝑛 + 1 − 2𝑘), из
которых нам подходят только те, в которых чётное число – меньшее из двух:

(2, 2025), (6, 675), (10, 405), (18, 225), (30, 135), (50, 81), (54, 75), . . .

Дальшейшие не подходят, так как первое число в паре при таком упорядочивании возрастает,
а второе – убывает. Кроме того, второе число должно не превосходить величины 3𝑛 + 1, что не
работает для (30, 135), а значит и для предыдущих (так как в предыдущих первое число меньше,
а второе – больше). Итого, остаются два варианта: (50, 81), (54, 75).

Для первого варианта получаем 𝑛 = 50, 3𝑛 + 1 − 2𝑘 = 81, откуда 𝑘 = 35, что не подходит по
чётности 𝑘.

Для второго варианта имеем 𝑛 = 54, 3𝑛 + 1 − 2𝑘 = 75, откуда 𝑘 = 44, что подходит. Остаётся
убедиться, что этот вариант даёт возможную ситуацию: действительно, при таких параметрах
получаем, что в книге 54 листа, первые 22 листа с номерами от 1 до 44 остались на месте, а вы-
павший кусок начинается со страницы 45 и содержит 54 страницы, т.е. 27 листов, что составляет
половину от 54. Таким образом, это едиственный возможный вариант, и ответ на вопрос задачи –
45.

Критерии оценивания:

� приведена верная формула суммы номеров оставшихся страниц – 2 первичных балла;

� верное и обоснованное решение с незначительной ошибкой – 4 первичных балла;

� полностью верное и обоснованное решение – 5 первичных баллов.

Solution (ENG). Let’s denote the number of pages in the book as 𝑛; the condition implies that
𝑛 is even. Note that since the numbering starts with the page with pages 1 and 2, the odd page (by
number) on each page follows, followed by the even page on that page. Let’s denote the number of the
first dropped page as 𝑘 + 1 for some non-negative integer 𝑘. This number must be odd, meaning 𝑘 is
an even number, where 𝑘 6 𝑛.
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The number of pages in the book is 2𝑛 (twice the number of pages), and 𝑛/2 pages have dropped
out, that is, 𝑛 pages whose numbers are all the natural numbers from 𝑘 + 1 to 𝑘 + 𝑛, inclusive. Their

sum is
(𝑛 + 𝑘)(𝑛 + 𝑘 + 1)

2
− 𝑘(𝑘 + 1)

2
. Initially, the sum of the page numbers in the complete book is

2𝑛(2𝑛 + 1)

2
. Thus, the sum of the remaining page numbers is

2𝑛(2𝑛 + 1)

2
−

(︂
(𝑛 + 𝑘)(𝑛 + 𝑘 + 1)

2
− 𝑘(𝑘 + 1)

2

)︂
=

𝑛(3𝑛 + 1 − 2𝑘)

2
= 2025

We have 𝑛(3𝑛 + 1 − 2𝑘) = 2 · 2025 = 2 · 52 · 34. Let’s find all possible combinations of 𝑛 and 𝑘 for this
equality. Since 0 6 𝑘 6 𝑛, then 𝑛 + 1 6 3𝑛 + 1 − 2𝑘 6 3𝑛 + 1.

Note that 𝑛/2 and 3𝑛 + 1 − 2𝑘 are complementary divisors of 2025 (that is, their product is the
number 2025 itself). The divisors of 2025 = 52 · 34 are numbers of the form 3𝑖 · 5𝑗 for non-negative
integers 𝑖, 𝑗: 𝑖 6 4, 𝑗 6 2, namely

1, 3, 9, 27, 81

5, 15, 45, 135, 405

25, 75, 225, 675, 2025

In ascending order:
1, 3, 5, 9, 15, 25, 27, 45, 75, 81, 135, 225, 405, 675, 2025

Moreover, as is known (and easy to verify), the divisors with number 𝑠 from the beginning of this
list and with the ordinal number 𝑠, counting from the end of this list, will be complementary. From
this, multiplying the first row by 2, we easily obtain a list of 15 "candidates"for the role of numbers
(𝑛, 3𝑛 + 1 − 2𝑘), of which only those in which the even number is the smaller of the two are suitable:

(2, 2025), (6, 675), (10, 405), (18, 225), (30, 135), (50, 81), (54, 75), . . .

The following are not suitable, since the first number in the pair increases and the second decreases
in this ordering. Furthermore, the second number must not exceed 3𝑛 + 1, which does not work for
(30, 135), and therefore for the previous ones (since in the previous ones the first number is smaller and
the second is larger). This leaves two possibilities: (50, 81), (54, 75).

For the first possibility, we get 𝑛 = 50, 3𝑛+ 1−2𝑘 = 81, which yields 𝑘 = 35, which is inappropriate
given the parity of 𝑘.

For the second possibility, we get 𝑛 = 54, 3𝑛+1−2𝑘 = 75, which yields 𝑘 = 44, which is appropriate.
It remains to verify that this possibility yields a possible situation: indeed, with these parameters, we
find that the book has 54 pages, the first 22 pages numbered 1 through 44 remain in place, and the
missing piece begins on page 45 and contains 54 pages, or 27 pages, which is half of 54. Thus, this is
the only possible solution, and the answer to the problem question is 45.

Criteria:

� the correct formula for the sum of the remaining page numbers is given – 2 pre-points;

� a correct and justified solution with a minor error – 4 pre-points;

� a completely correct and justified solution – 5 pre-points.

Task 5. Для каждого натурального 𝑛 найдется натуральное 𝑚, которое можно представить в
виде суммы натуральных чисел 𝑎1 + 𝑎2 + · · · + 𝑎𝑛, где 𝑎1 6 1, 𝑎2 6 2, ..., 𝑎𝑛 6 𝑛 – назовем
такое представление интересным. Например, для 𝑛 = 3 можно выбрать 𝑚 = 4, и для такого 𝑚
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существует даже 2 интересных представления: 4 = 1 + 1 + 2 = 1 + 2 + 1 (при этом 2 + 1 + 1 не
подходит, т.к. тогда 𝑎1 = 2 > 1).

Найдите все натуральные 𝑛, для каждого из которых существует натуральное 𝑚, имеющее не
менее (𝑛− 1)! = 1 · 2 · 3 · · · · · (𝑛− 1) интересных представлений вида 𝑎1 + 𝑎2 + · · · + 𝑎𝑛.

For every positive integer 𝑛 there exists a positive integer 𝑚 that can be represented as the sum of
positive integers 𝑎1 + 𝑎2 + · · · + 𝑎𝑛, where 𝑎1 6 1, 𝑎2 6 2, ..., 𝑎𝑛 6 𝑛 – we’ll call such a representation
interesting. For example, for 𝑛 = 3 we can choose 𝑚 = 4 and for such an 𝑚, there are even 2 interesting
representations: 4 = 1 + 1 + 2 = 1 + 2 + 1 (however, 2 + 1 + 1 is unsuitable, since then 𝑎1 = 2 > 1).

Find all positive integers 𝑛 such that for each of them there exists a positive integer 𝑚 that has at
least (𝑛− 1)! = 1 · 2 · 3 · · · · · (𝑛− 1) interesting representations of the form 𝑎1 + 𝑎2 + · · · + 𝑎𝑛.

Answer: 𝑛 ∈ {1, 2, 3, 4}

Решение (RUS). Для 𝑛 = 1, 2, 3, 4 можно выбрать 𝑚 = 1, 3, 5, 7, соответственно. Докажем,
что для остальных 𝑛 требуемых 𝑚 не существует.

Зафиксируем 𝑛 > 4 и предположим, что для него нашлось требуемое 𝑚. Заметим, что каж-
дому интересному представлению 𝑚 вида 𝑎1 + 𝑎2 + · · · + 𝑎𝑛 соответствует упорядоченный набор
(𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛−1), поскольку 𝑎𝑛 после этого выбирается единственным способом. Таких упорядо-
ченных наборов – не более (𝑛− 1)! штук, поэтому каждый из этих наборов действительно должен
быть интересным, т.е. 𝑎𝑖 6 1 для всех 𝑖 = 1, 2, . . . , (𝑛− 1), откуда 𝑚 6 1 + 1 + · · · + 1 + 𝑛 = 2𝑛− 1,
т.к. 𝑎𝑛 6 𝑛. Также 𝑚 > 1 + 2 + · · · + (𝑛 − 1) + 1 = 𝑛(𝑛−1)

2
+ 1, чтобы существовало интересное

представление 𝑚 с 𝑎𝑖 = 𝑖 для всех 𝑖 = 1, 2, . . . , (𝑛− 1). Таким образом, имеем

2𝑛− 1 >
𝑛(𝑛− 1)

2
+ 1 ⇐⇒ 2(𝑛− 1) >

𝑛(𝑛− 1)

2
⇐⇒ 4 > 𝑛,

что противоречит предположению.

Критерии оценивания:

� приведено доказательство для 𝑛 6 4 – 1 первичный балл;

� значительное продвижение в решении для произвольного 𝑛 – 3 первичных балла;

� верное и обоснованное решение с незначительной ошибкой – 4 первичных балла;

� полностью верное и обоснованное решение – 5 первичных баллов.

Solution (ENG). For 𝑛 = 1, 2, 3, 4 we can choose 𝑚 = 1, 3, 5, 7, respectively. Let’s prove that for
all the remaining 𝑛 there is no required 𝑚.

We fix 𝑛 > 4 and assume that the required𝑚 has been found. Note that each interesting representation
of 𝑚 of the form 𝑎1 + 𝑎2 + · · · + 𝑎𝑛 corresponds to an ordered set (𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛−1), since 𝑎𝑛 is chosen
uniquely. There are at most (𝑛 − 1)! such ordered sets, so each of these representations must be
interesting, i.e., 𝑎𝑖 6 1 for all 𝑖 = 1, 2, . . . , (𝑛 − 1), whence 𝑚 6 1 + 1 + · · · + 1 + 𝑛 = 2𝑛 − 1,
since 𝑎𝑛 6 𝑛. Also 𝑚 > 1 + 2 + · · · + (𝑛 − 1) + 1 = 𝑛(𝑛−1)

2
+ 1, so that there exists an interesting

representation of 𝑚 with 𝑎𝑖 = 𝑖 for all 𝑖 = 1, 2, . . . , (𝑛− 1). Thus, we have

2𝑛− 1 >
𝑛(𝑛− 1)

2
+ 1 ⇐⇒ 2(𝑛− 1) >

𝑛(𝑛− 1)

2
⇐⇒ 4 > 𝑛,

which contradicts the assumption.

Criteria:



Innopolis Open 2025/26 in Mathematics Final round

� proof given for 𝑛 6 4 – 1 pre-point;

� significant progress in solving for any 𝑛 – 3 pre-points;

� correct and justified solution with a minor error – 4 pre-points;

� completely correct and justified solution – 5 pre-points.
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10𝑡ℎ degree

Task 1. В однокруговом (каждые две команды играют друг с другом по одному разу) турнире по
футболу участвовали 𝑛 > 2 команд. За победу в матче команда получает 3 очка, за ничью – 1 оч-
ко, за поражение – 0 очков. После окончания турнира оказалось, что команда, набравшая больше
всех очков, выиграла меньше матчей, чем любая другая. При каком наименьшем 𝑛 это возможно?

𝑛 > 2 teams participated in a single-round (every two teams play each other once) football tournament.
A team receives 3 points for a win, 1 point for a draw, and 0 points for a loss. After the tournament,
it turned out that the team with the most points had won fewer games than any other. What is the
smallest 𝑛 that makes this possible?

Answer: 8

Решение (RUS). Пусть турнир выиграла команда 𝐴. Всего было сыграно 𝑛(𝑛 − 1)/2 игр,
в каждой из которых разыграно не менее 2 очков – значит, суммарно команды набрали не менее
𝑛(𝑛−1) очков, т.е. среднее число очков – не менее (𝑛−1). Очевидно, команда 𝐴 набрала более чем
(𝑛− 1) очков (иначе все команды набрали бы поровну, и одного победителя не было бы) – значит,
команда 𝐴 выиграла не менее 1 игры. Следовательно, каждая из оставшихся команд должна
выиграть не менее 2 раз и набрать тем самым не менее 6 очков – значит, команда 𝐴 сыграла
вничью не менее 4 раз. Выберем произвольную команду, сыгравшую с командов 𝐴 вничью – она
набрала не менее 7 очков, т.е. команда 𝐴 набрала не менее 8 очков – значит, 𝐴 сыграла вничью
не менее 5 раз (при одной победе), и 𝑛 > 7.

Предположим, что 𝑛 = 7, тогда команда 𝐴 выиграла 1 раз и сыграла вничью 5 раз, т.е. набрала
8 очков. Тогда любая другая команда выиграла два раза, и не более 1 раза сыграла вничью –
значит, у каждой такой команды есть не менее 3 поражений; тогда всего на турнире было не
менее 3 · 6 = 18 поражений и при этом 1 + 2 · 6 = 13 побед, что невозможно. Значит, 𝑛 > 8.

Приведем пример для 𝑛 = 8: пусть в турнире участвовали команды 𝐴,𝐴1, 𝐴2, 𝐴3, 𝐴4, 𝐴5, 𝐴6, 𝐴7,
и победила команда 𝐴. Тогда команда 𝐴 выиграла у команд 𝐴1, 𝐴2, и сыграла вничью с осталь-
ными командами, набрав 11 очков. Каждая из остальных команд 𝐴𝑖 выиграла у 𝐴𝑖+1, 𝐴𝑖+2, 𝐴𝑖+3

(при этом считаем 𝐴8 ≡ 𝐴1, 𝐴9 ≡ 𝐴2, 𝐴10 ≡ 𝐴3) и проиграла остальным. Таким образом, команды
𝐴1, 𝐴2 имеют по 3 победы и 4 поражения (значит, по 9 очков), а команды 𝐴3, 𝐴4, 𝐴5, 𝐴6, 𝐴7 – по 3
победы, 3 поражения и 1 ничьей с командой 𝐴 (значит, у этих команд – по 10 очков).

Критерии оценивания:

� приведена и обоснована оценка на (𝑛− 1) очков – 1 первичный балл;

� приведена и обоснована оценка 𝑛 > 7 – 2 первичных балла;

� доказано, что 𝑛 ̸= 7 – 3 первичных балла;

� верное решение при незначительных недочетах – 4 первичных балла;

� полностью верное и обоснованное решение – 5 первичных баллов.

Solution (ENG). Let’s assume that team 𝐴 won the tournament. A total of 𝑛(𝑛 − 1)/2 games
were played, each of which resulted in at least 2 points in total. This means that the teams scored at
least 𝑛(𝑛 − 1) points in total, i.e. the average number of points is at least (𝑛 − 1). Obviously, team 𝐴
scored more than (𝑛 − 1) points (otherwise all teams would have scored equally, and there would not
have been a single winner) – this means that team 𝐴 won at least 1 game. Consequently, each of the
remaining teams must win at least 2 times and thereby score at least 6 points – this means that team
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𝐴 tied at least 4 times. Let’s choose an arbitrary team that tied with team 𝐴 – it scored at least 7
points, i.e. Team A has scored at least 8 points, meaning A has drawn at least 5 times (with one win),
and 𝑛 > 7.

Assume 𝑛 = 7. Then team 𝐴 has won once and drawn five times, meaning it has scored 8 points.
Then every other team has won twice and drawn at most once, meaning each such team has at least
three losses. Then, there were at least 3 · 6 = 18 losses in the tournament, with 1 + 2 · 6 = 13 wins,
which is impossible. Therefore, 𝑛 > 8.

Let’s give an example for 𝑛 = 8: suppose teams 𝐴,𝐴1, 𝐴2, 𝐴3, 𝐴4, 𝐴5, 𝐴6, 𝐴7 participated in the
tournament, and team 𝐴 won. Then team 𝐴 won against teams 𝐴1, 𝐴2, and tied with the other teams,
scoring 11 points. Each of the other teams 𝐴𝑖 won against 𝐴𝑖+1, 𝐴𝑖+2, 𝐴𝑖+3 (we count 𝐴8 ≡ 𝐴1, 𝐴9 ≡ 𝐴2,
𝐴10 ≡ 𝐴3) and lost to the rest. Thus, teams 𝐴1, 𝐴2 have 3 wins and 4 losses each (9 points each), and
teams 𝐴3, 𝐴4, 𝐴5, 𝐴6, 𝐴7 – 3 wins, 3 losses, and 1 draw with team 𝐴 (these teams have 10 points each).

Criteria:

� an estimation of (𝑛− 1) points is given and justified – 1 pre-point;

� an estimation of 𝑛 > 7 is given and justified – 2 pre-points;

� it is proven that 𝑛 ̸= 7 – 3 pre-points;

� a correct solution with minor flaws – 4 pre-points;

� a completely correct and justified solution – 5 pre-points.

Task 2. По определению, {𝑥} = 𝑥 − [𝑥], где [𝑥] – это целая часть числа 𝑥, т.е. наибольшее целое

число, не превосходящее 𝑥. Про число 𝑎 известно, что

{︂
1

𝑎 + 3

}︂
= {𝑎2}, а также что 3 < 𝑎2 < 4.

Чему может быть равно 𝑎6 − 96

𝑎 + 3
?

By definition we have {𝑥} = 𝑥 − [𝑥], where [𝑥] is the whole part of 𝑥, i.e. the greatest integer not

exceeding 𝑥. It is known that

{︂
1

𝑎 + 3

}︂
= {𝑎2} for some 𝑎 such that 3 < 𝑎2 < 4. What number can

𝑎6 − 96

𝑎 + 3
be equal to?

Answer: 13

Решение (RUS). Из условия следует [𝑎2] = 3. Также 𝑎 > 1, откуда 𝑎 + 3 > 4 > 1 – значит,

0 <
1

𝑎 + 3
< 1, откуда, очевидно,

{︂
1

𝑎 + 3

}︂
=

1

𝑎 + 3
. Выражение в условии можно переписать как

1

𝑎 + 3
= 𝑎2 − 3,

откуда 𝑎3+3𝑎2−3𝑎−10 = 0, причем 𝑎3+3𝑎2−3𝑎−10 = (𝑎+2)(𝑎2+𝑎−5) = 0, среди корней которого,

помимо 𝑎 = −2, имеем 𝑎 =
−1 ±

√
21

2
– из них под условие подходит только 𝑎 =

−1 +
√

21

2
.

Из условий и доказанного вытекает, что для данного 𝑎 выполняются условия:

1

𝑎 + 3
= 𝑎2 − 3; 𝑎2 = 5 − 𝑎
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Тогда
1

𝑎 + 3
= 5 − 𝑎− 3 = 2 − 𝑎, и далее

𝑎2 = 5 − 𝑎;
𝑎3 = 5𝑎− 𝑎2 = 5𝑎− (5 − 𝑎) = 6𝑎− 5;
𝑎4 = 6𝑎2 − 5𝑎 = 6(5 − 𝑎) − 5𝑎 = 30 − 11𝑎;
𝑎5 = 30𝑎− 11𝑎2 = 30𝑎− 11(5 − 𝑎) = 41𝑎− 55;
𝑎6 = 41𝑎2 − 55𝑎 = 41(5 − 𝑎) − 55𝑎 = 205 − 96𝑎.

Подставляя последнее в условие, имеем:

𝑎6 − 96

𝑎 + 3
= (205 − 96𝑎) − 96(2 − 𝑎) = 205 − 192 = 13.

Критерии оценивания:

� верно выражены { 1
𝑎+3

} и [𝑎2] – 1 первичный балл;

� верно выражены { 1
𝑎+3

}, [𝑎2] и 𝑎 – 2 первичных балла;

� верное и обоснованное решение при арифметической ошибке – 4 первичных балла;

� полностью верное и обоснованное решение – 5 первичных баллов.

Solution (ENG). From the condition it follows that [𝑎2] = 3. Also 𝑎 > 1, whence 𝑎 + 3 > 4 > 1

– hence, 0 <
1

𝑎 + 3
< 1, thus

{︂
1

𝑎 + 3

}︂
=

1

𝑎 + 3
. The expression from the task’s formulation can be

rewritten as
1

𝑎 + 3
= 𝑎2 − 3,

whence 𝑎3 + 3𝑎2 − 3𝑎− 10 = 0, and 𝑎3 + 3𝑎2 − 3𝑎− 10 = (𝑎 + 2)(𝑎2 + 𝑎− 5) = 0, among whose roots,

in addition to 𝑎 = −2, we have 𝑎 =
−1 ±

√
21

2
– of these, only 𝑎 =

−1 +
√

21

2
satisfies the condition.

From the conditions and what has been proven, it follows that for a given 𝑎 we have

1

𝑎 + 3
= 𝑎2 − 3; 𝑎2 = 5 − 𝑎

Thus
1

𝑎 + 3
= 5 − 𝑎− 3 = 2 − 𝑎, and then

𝑎2 = 5 − 𝑎;
𝑎3 = 5𝑎− 𝑎2 = 5𝑎− (5 − 𝑎) = 6𝑎− 5;
𝑎4 = 6𝑎2 − 5𝑎 = 6(5 − 𝑎) − 5𝑎 = 30 − 11𝑎;
𝑎5 = 30𝑎− 11𝑎2 = 30𝑎− 11(5 − 𝑎) = 41𝑎− 55;
𝑎6 = 41𝑎2 − 55𝑎 = 41(5 − 𝑎) − 55𝑎 = 205 − 96𝑎.

Substituting the latter into the initial expression, we have

𝑎6 − 96

𝑎 + 3
= (205 − 96𝑎) − 96(2 − 𝑎) = 205 − 192 = 13.

Criteria:

� { 1
𝑎+3

} and [𝑎2] are correctly expressed – 1 pre-point;

� { 1
𝑎+3

}, [𝑎2], and 𝑎 are correctly expressed – 2 pre-points;

� a correct and justified solution with an arithmetic error – 4 pre-points;

� a completely correct and justified solution – 5 pre-points.
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Task 3. Для отличных от 0 чисел 𝑥, 𝑦, 𝑧 выполнено 𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥 = 0. Докажите, что нельзя
составить треугольник с длинами сторон

1

|𝑥2 + 2𝑦𝑧|
,

1

|𝑦2 + 2𝑧𝑥|
,

1

|𝑧2 + 2𝑥𝑦|

For numbers 𝑥, 𝑦, 𝑧 different from 0 it is known 𝑥𝑦+ 𝑦𝑧+ 𝑧𝑥 = 0. Prove that it is impossible to form
a triangle with side lengths

1

|𝑥2 + 2𝑦𝑧|
,

1

|𝑦2 + 2𝑧𝑥|
,

1

|𝑧2 + 2𝑥𝑦|

Решение (RUS).

1

𝑥2 + 2𝑦𝑧
=

1

𝑥2 + 2𝑦𝑧 − (𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥)
=

1

𝑥2 − 𝑥𝑦 − 𝑥𝑧 + 𝑦𝑧
=

1

(𝑥− 𝑦)(𝑥− 𝑧)
,

аналогично
1

𝑦2 + 2𝑧𝑥
=

1

(𝑦 − 𝑥)(𝑦 − 𝑧)
,

1

𝑧2 + 2𝑥𝑦
=

1

(𝑧 − 𝑥)(𝑧 − 𝑦)

Тогда

1

𝑥2 + 2𝑦𝑧
+

1

𝑦2 + 2𝑧𝑥
+

1

𝑧2 + 2𝑥𝑦
=

1

(𝑥− 𝑦)(𝑥− 𝑧)
+

1

(𝑦 − 𝑥)(𝑦 − 𝑧)
+

1

(𝑧 − 𝑥)(𝑧 − 𝑦)
=

=
−(𝑦 − 𝑧) − (𝑧 − 𝑥) − (𝑥− 𝑦)

(𝑥− 𝑦)(𝑦 − 𝑧)(𝑧 − 𝑥)
= 0,

поэтому среди чисел 1
|𝑥2+2𝑦𝑧| ,

1
|𝑦2+2𝑧𝑥| ,

1
|𝑧2+2𝑥𝑦| одно равно сумме двух других, что противоречит

неравенству треугольника – значит, составить треугольник с такими длинами сторон не получит-
ся.

Критерии оценивания:

� существенные продвижения на пути к выводу, что сумма двух дробей равна третьей – 1
первичный балл;

� верное и обоснованное решение при незначительной ошибке – 4 первичных балла;

� полностью верное и обоснованное решение – 5 первичных баллов.

Solution (ENG).

1

𝑥2 + 2𝑦𝑧
=

1

𝑥2 + 2𝑦𝑧 − (𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥)
=

1

𝑥2 − 𝑥𝑦 − 𝑥𝑧 + 𝑦𝑧
=

1

(𝑥− 𝑦)(𝑥− 𝑧)
,

similarly
1

𝑦2 + 2𝑧𝑥
=

1

(𝑦 − 𝑥)(𝑦 − 𝑧)
,

1

𝑧2 + 2𝑥𝑦
=

1

(𝑧 − 𝑥)(𝑧 − 𝑦)

Then

1

𝑥2 + 2𝑦𝑧
+

1

𝑦2 + 2𝑧𝑥
+

1

𝑧2 + 2𝑥𝑦
=

1

(𝑥− 𝑦)(𝑥− 𝑧)
+

1

(𝑦 − 𝑥)(𝑦 − 𝑧)
+

1

(𝑧 − 𝑥)(𝑧 − 𝑦)
=

=
−(𝑦 − 𝑧) − (𝑧 − 𝑥) − (𝑥− 𝑦)

(𝑥− 𝑦)(𝑦 − 𝑧)(𝑧 − 𝑥)
= 0,

therefore, among the numbers 1
|𝑥2+2𝑦𝑧| ,

1
|𝑦2+2𝑧𝑥| ,

1
|𝑧2+2𝑥𝑦| one is equal to the sum of the others, which

contradicts the triangle inequality – by that, it is impossible to form a triangle with such side lengths.

Criteria:
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� significant progress towards that the sum of two of the fractions is equal to the third – 1 pre-point;

� correct and justified solution with a minor error – 4 pre-points;

� completely correct and justified solution – 5 pre-points.

Task 4. Султан поймал 2𝑛 + 1 мудрецов (𝑛 – натуральное число), выстроил их в ряд и повернул
каждого мудреца так, что тот смотрит либо на север, либо на юг. Далее султан по очереди называет
числа 1, 2, 3, . . . , (2𝑛 + 1): когда названо «1», один из мудрецов должен развернуться на 180∘; по
команде «2» уже двое мудрецов должны развернуться на 180∘, и т.д., и по команде «2𝑛 + 1» все
мудрецы должны развернуться на 180∘. Мудрецы могут заранее договориться о стратегии и во
время выполнения команд координировать свои действия.

Докажите, что, выполняя команды султана, мудрецы могут в конце концов (т.е. после команды
«2𝑛 + 1») развернуться в одну сторону (либо все – на север, либо все – на юг). Может ли быть
так, что мудрецы могут сами выбрать эту сторону?

The Sultan captures 2𝑛+ 1 wisemen (𝑛 is a positive integer), lines them up, and turns each of them
either north or south. The Sultan then calls out the numbers 1, 2, 3, . . . , (2𝑛+ 1) one by one: when «1»
is called, one of the wisemen must turn around; when «2» is called, two wisemen must turn around,
and so on; finally, when «2𝑛 + 1» is called, all the wisemen must turn around. Wisemen can agree on
their strategy in advance and coordinate their actions while executing the calls.

Prove that, by following the Sultan’s commands, the wisemen can finally (i.e. after «2𝑛 + 1» is
called) all face the same direction (either all north or all south). Can they choose the direction by their
own?

Answer: Нет, не может / No, they can not.

Решение (RUS). Докажем требуемое индукцией по 𝑛. База индукции (𝑛 = 1, трое мудре-
цов): возможны два случая:

� если все мудрецы изначально смотрят в одну сторону, то по команде «1» разворачивается
один из них, по команде «2» – остальные двое, а по команде «3» – все трое;

� если (без ограничения общности) первый мудрец смотрит на юг, а двое других – на север,
то по команде «1» разворачивается второй мудрец, по команде «2» – первый и второй, а по
команде «3» – все трое.

Индукционная гипотеза: пусть утверждение верно для 2(𝑛− 1) + 1 = 2𝑛− 1 мудрецов.
Индукционный шаг: докажем утверждение для 2𝑛 + 1 мудрецов. Возможны два случая:

� есть двое мудрецов, повернутых в противоположные стороны. Тогда будем рассматривать
остальных 2𝑛−1 мудрецов: после команд 1, 2, . . . , (2𝑛−1) они все развернутся в одну сторону
(без ограничения общности, на север); тогда по команде «2𝑛» все мудрецы, повернутые на
север, разворачиваются на юг (в результате все 2𝑛 + 1 мудрецов будут повернуты на юг), а
по команде «2𝑛 + 1» все мудрецы развернутся на север;

� все мудрецы повернуты в одну сторону (без ограничения общности, на север). Мысленно
выстроим мудрецов по кругу и пронумеруем 1, 2, . . . , (2𝑛 + 1) по часовой стрелке. Тогда по
команде «1» разворачивается мудрец 1, по команде «2» – мудрецы 2 и 3, по команде «3» –
мудрецы 4, 5, 6, и т.д. Тогда всего выполнено 1+2+ · · ·+(2𝑛+1) = (𝑛+1)(2𝑛+1) разворотов,
причем каждый мудрец развернулся ровно по (𝑛+1) разу, т.е. в конце концов мудрецы снова
смотрят в одну сторону.



Innopolis Open 2025/26 in Mathematics Final round

Индукция завершена.

Теперь докажем, что мудрецы не могут заранее выбрать направление, в котором будут смот-
реть после всех команд султана. Предположим противное: пусть существует начальная расста-
новка, из которой мудрецы заранее могут выбрать описанное направление, т.е. существует по-
следовательность 𝑆1 разворотов, в результате которой все мудрецы будут смотреть на север, и
последовательность 𝑆2 разворотов, в результате которой все мудрецы будут смотреть на юг. Пред-
ставим себе, что все мудрецы смотрят на юг. Тогда, выполняя последовательность 𝑆2 в обратном
порядке, а затем – 𝑆1 в прямом порядке, мы развернем всех мудрецов на север. Заметим, что
общее число мудрецов нечетно, и каждый из них развернулся нечетное число раз – значит, об-
щее число разворотов должно быть нечетным. С другой стороны, количество разворотов равно
2 · (1 + 2 + · · · + 2𝑛 + 1) – четное число. Получили противоречие, что доказывает требуемое.

Критерии оценивания:

� есть значительные продвижения в доказательстве и/или ответе на вопрос задачи – 2 пер-
вичных балла;

� есть верное доказательство или обоснованный ответ на вопрос задачи – 3 первичных балла;

� верное и обоснованное решение с незначительным недочетом – 4 первичных балла;

� полностью верное и обоснованное решение – 5 первичных баллов.

Solution (ENG). We prove the required statement by induction on 𝑛. The basis of induction
(𝑛 = 1, three wisemen): two cases are possible:

� if all the wisemen initially face the same direction, then command «1» causes one of them to turn
around, command «2» causes the other two to turn around, and command «3» causes all three
to turn around;

� if (without loss of generality) the first wiseman faces south and the other two face north, then
command «1» causes the second wiseman to turn around, command «2» causes the first and
second wisemen to turn around, and command «3» causes all three to turn around.

Induction hypothesis: let the statement be true for 2(𝑛− 1) + 1 = 2𝑛− 1 wisemen.
Induction step: we prove the statement for 2𝑛 + 1 wisemen. Two cases are possible:

� there are two wisemen facing opposite directions. Then we consider the remaining 2𝑛−1 wisemen:
after the commands 1, 2, . . . , (2𝑛− 1), they all face the same direction (without loss of generality,
to the north); then, after the command «2𝑛», all wisemen facing north turn south (as a result, all
2𝑛 + 1 wisemen will face south), and after the command «2𝑛 + 1» all wisemen turn north;

� all wisemen face the same direction (without loss of generality, to the north). Mentally arrange
the wisemen in a circle and enumerate them 1, 2, . . . , (2𝑛 + 1) clockwise. Then, after command
«1» wiseman 1 turns around, after command «2» wisemen 2 and 3 turn around, after command
«3» wisemen 4, 5, 6 turn around, and so on. Then, a total of 1+2+ · · ·+(2𝑛+1) = (𝑛+1)(2𝑛+1)
turns are performed, with each wiseman turning exactly (𝑛+1) times, i.e., in the end, the wisemen
again face the same direction.

The induction is complete.

Now we prove that the wisemen cannot choose in advance the direction they will face after all the
Sultan’s commands. Suppose the contrary: let there exist an initial arrangement from which the wisemen
can choose the described direction in advance, i.e., there exists a sequence 𝑆1 of turns as a result of
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which all the wisemen will face north, and a sequence 𝑆2 of turns as a result of which all the wisemen
will face south. Let’s imagine that all the wisemen face south. Then, by performing the sequence 𝑆2 in
reverse order, and then 𝑆1 in direct order, we will turn all the wisemen to face north. Note that the total
number of wisemen is odd, and each of them turned an odd number of times – thus the total number
of turns must be odd. On the other hand, the number of turns is 2 · (1 + 2 + · · · + 2𝑛 + 1) – an even
number. We reach a contradiction which proves the desired statement.

Criteria:

� there are significant advances in the proof and/or answer to the task’s question – 2 pre-points;

� there is a correct proof or a well-reasoned answer to the task’s question – 3 pre-points;

� a correct and well-reasoned solution with a minor flaw – 4 pre-points;

� a completely correct and well-reasoned solution – 5 pre-points.

Task 5. Точка 𝐼 – центр вписанной окружности треугольника 𝐴𝐵𝐶. Через вершину 𝐴 провели
прямую, параллельную биссектрисе угла 𝐵 этого треугольника, и отметили на ней такую точку
𝑃 , что 𝑃𝐼 ‖ 𝐵𝐶. Аналогично, через вершину 𝐶 провели прямую, параллельную биссектрисе угла
𝐵 этого треугольника, и отметили на ней такую точку 𝑄, что 𝑄𝐼 ‖ 𝐵𝐴. Точки 𝐷 и 𝐸 – центры
описанных окружностей треугольников 𝐴𝐵𝑃 и 𝐶𝐵𝑄, соответственно. Пусть точки 𝐴1 и 𝐶1 – ос-
нования высот треугольника 𝐴𝐵𝐶, проведенных из вершин 𝐴 и 𝐶, соответственно. Докажите, что
прямая 𝐷𝐸 образует равные углы с прямыми 𝐴1𝐶1 и 𝐴𝐶.

Point 𝐼 is the incenter of triangle 𝐴𝐵𝐶. Through vertex 𝐴, a line parallel to the bisector of angle 𝐵
of this triangle is drawn, and on this line a point 𝑃 is marked such that 𝑃𝐼 ‖ 𝐵𝐶. Similarly, through
vertex 𝐶, a line parallel to the bisector of angle 𝐵 of this triangle is drawn, and on this line a point 𝑄
is marked such that 𝑄𝐼 ‖ 𝐵𝐴. Points 𝐷 and 𝐸 are the centers of the circumscribed circles of triangles
𝐴𝐵𝑃 and 𝐶𝐵𝑄, respectively. Let points 𝐴1 and 𝐶1 be the bases of the heights of the triangle 𝐴𝐵𝐶
drawn from vertices 𝐴 and 𝐶, respectively. Prove that line 𝐷𝐸 forms equal angles with lines 𝐴1𝐶1 and
𝐴𝐶.

Решение (RUS). Поскольку 𝐵𝐼 – биссектриса треугольника 𝐴𝐵𝐶, ∠𝐼𝐵𝐶 = ∠𝐴𝐵𝐼, а так-
же ∠𝐵𝐼𝑃 = ∠𝐼𝐵𝐶 как накрест лежащие при параллельных прямых 𝑃𝐼 и 𝐵𝐶. Отсюда ∠𝐵𝐼𝑃 =
∠𝐴𝐵𝐼, что совместно с условием 𝐴𝑃 ‖ 𝐵𝐼 означает, что 𝐴𝐼𝐵𝑃 – равнобокая трапеция или пря-
моугольник. Значит, это вписанный четырёхугольник, то есть точка 𝐷 равноудалена не только от
𝐴,𝐵 и 𝑃 , но и от 𝐼. Точка с таким свойством единственна, и при этом середина дуги 𝐴𝐵 окруж-
ности Ω, описанной вокруг треугольника 𝐴𝐵𝐶, действительно равноудалена от точек 𝐴, 𝐼 и 𝐵
(по лемме о трезубце). Значит, точка 𝐷 и является серединой этой дуги, и, аналогично, – точка
𝐸 является серединой дуги 𝐵𝐶 окружности Ω. Теперь заметим, что прямая 𝐴1𝐶1 параллельна
касательной к Ω в точке 𝐵. Действительно, четырёхугольник 𝐴𝐶1𝐴1𝐶 – вписанный (поскольку
∠𝐴𝐶1𝐶 = ∠𝐴𝐴1𝐶 = 90∘), откуда ∠𝐵𝐴1𝐶1 = ∠𝐶𝐴𝐵. Но угол между касательной к Ω в точке 𝐵 и
прямой 𝐵𝐶 равен половине градусной меры дуги 𝐵𝐶, то есть вписанному углу ∠𝐵𝐴𝐶, опирающе-
муся на ту же дугу. Из равенства накрест лежащих углов при прямой 𝐵𝐶 следует параллельность
касательной и прямой 𝐴1𝐶1. Это означает, что для доказательства требуемого утверждения до-
статочно проверить, что прямая 𝐷𝐸 образует равные углы с касательной к Ω в точке 𝐵 и прямой
𝐴𝐶. Этот факт сразу следует из теоремы об угле между секущими (в предельном случае – между
касательной и секущей): такой угол равен полуразности градусных мер дуг, заключённых внутри
угла, и того факта, что 𝐷 и 𝐸 – середины дуг 𝐴𝐵 и 𝐵𝐶 окружности Ω.
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Критерии оценивания:

� приведены корректный чертеж и плодотворная идея – 1 первичный балл;

� доказана вписанность четырехугольников 𝐵𝐼𝐴𝑃,𝐵𝐼𝐶𝑄 – 2 первичных балла;

� доказано, что 𝐷,𝐸 – середины соответствующих дуг – 3 первичных балла;

� доказана параллельность 𝐴1𝐶1 касательной к окружности и/или задача сведена к равенству
углов между 𝐷𝐸 и касательной, 𝐷𝐸 и 𝐴𝐶 – 4 первичных балла;

� полностью верное и обоснованное решение – 5 первичных баллов.

Solution (ENG). Since 𝐵𝐼 is the bisector of triangle 𝐴𝐵𝐶, ∠𝐼𝐵𝐶 = ∠𝐴𝐵𝐼, and also ∠𝐵𝐼𝑃 =
∠𝐼𝐵𝐶, as they lie crosswise at parallel lines 𝑃𝐼 and 𝐵𝐶. Hence ∠𝐵𝐼𝑃 = ∠𝐴𝐵𝐼, which together with
the condition 𝐴𝑃 ‖ 𝐵𝐼 means that 𝐴𝐼𝐵𝑃 is an isosceles trapezoid or rectangle. Therefore, it is an
inscribed quadrilateral, that is, point 𝐷 is equidistant not only from 𝐴,𝐵, and 𝑃 , but also from 𝐼.
A point with this property is unique, and the midpoint of arc 𝐴𝐵 of circle Ω, circumscribed about
triangle 𝐴𝐵𝐶, is indeed equidistant from points 𝐴, 𝐼, and 𝐵 (by the trident lemma). Thus, point 𝐷
is the midpoint of this arc, and, similarly, point 𝐸 is the midpoint of arc 𝐵𝐶 of circle Ω. Now note
that line 𝐴1𝐶1 is parallel to the tangent to Ω at point 𝐵. Indeed, quadrilateral 𝐴𝐶1𝐴1𝐶 is inscribed
(since ∠𝐴𝐶1𝐶 = ∠𝐴𝐴1𝐶 = 90∘), whence ∠𝐵𝐴1𝐶1 = ∠𝐶𝐴𝐵. But the angle between the tangent to Ω
at point 𝐵 and line 𝐵𝐶 is equal to half the degree measure of arc 𝐵𝐶, that is, to the inscribed angle
∠𝐵𝐴𝐶, which intersects the same arc. From the equality of alternate angles at line 𝐵𝐶 it follows that
the tangent and line 𝐴1𝐶1 are parallel. This means that to prove the required statement it is sufficient to
verify that the line 𝐷𝐸 forms equal angles with the tangent to Ω at the point 𝐵 and the line 𝐴𝐶. This
fact follows immediately from the theorem on the angle between secants (in the limiting case, between
the tangent and the secant): such an angle is equal to half the difference of the degree measures of the
arcs enclosed within the angle, and the fact that 𝐷 and 𝐸 are the midpoints of the arcs 𝐴𝐵 and 𝐵𝐶 of
the circle Ω.

Criteria:
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� a correct picture and a fruitful idea are provided – 1 pre-point;

� the inscribedness of the quadrilaterals 𝐵𝐼𝐴𝑃,𝐵𝐼𝐶𝑄 is proven – 2 pre-points;

� 𝐷,𝐸 is proven to be the midpoints of the corresponding arcs – 3 pre-points;

� the parallelism of 𝐴1𝐶1 with the tangent to the circle is proven and/or the task is reduced to the
equality of the angles between 𝐷𝐸 and the tangent, 𝐷𝐸 and 𝐴𝐶 – 4 pre-points;

� a completely correct and justified solution – 5 pre-points.
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11-12𝑡ℎ degree

Task 1. В апреле каждого года на острове Паити из 30 дней ровно 10 дней – дождливые. На этом
острове вот уже 𝑁 лет живет абориген, у которого голова болит только в двух случаях:

� если сегодня идет дождь, хотя вчера дождя не было,

� если сегодня нет дождя, хотя вчера шел дождь,

и никогда не болит 1 апреля. Известно, что за всю жизнь этого аборигена набор дождливых ап-
рельских дней ни разу не повторился. Найдите среднее число апрельских дней, когда у этого
аборигена болела голова, если 𝑁 принимает наибольшее возможное значение.

On the island of Paiti every April exactly 10 out of 30 days are rainy. A native has lived on this
island for 𝑁 years. He only gets headaches in two cases:

� if it rains today and it didn’t rain yesterday,

� if it doesn’t rain today and it rained yesterday,

and never gets headaches on April 1st. It is known that this native has never had the same pattern of
rainy April days in his entire life. Find the average number of April days this native has had headaches
if 𝑁 takes its largest possible value.

Answer: 40/3

Решение (RUS). Пусть каждый дождливый апрельский день очередного года абориген от-
мечает числом из набора {1, 2, . . . , 10} (без повторений), а каждый солнечный день – числом из
набора {11, 12, . . . , 30} (также без повторений). Тогда каждый апрель абориген получает уникаль-
ную перестановку чисел из набора {1, 2, . . . , 30}, причем общее число возможных перестановок
равно 30!.

Количество упомянутых перестановок, соответствующих распределению апрельских дней, ко-
гда 𝑘-го апреля (𝑘 = 2, 3, . . . , 30) у аборигена болит голова, равно 10 · 20 · (28! + 28!), тогда среднее
количество дней, когда у аборигена болит голова, равно

29 · 10 · 20 · 2 · 28!

30!
=

40

3

Критерии оценивания:

� верно применена формула для числа перестановок для дождливых/ясных дней – 1 первич-
ный балл;;

� при подсчете числа перестановок для дождливых/ясных дней учтены дни, когда у аборигена
болит голова, но допущены ошибки – 3 первичных балла;

� полностью верное и обоснованное решение – 5 первичных баллов.

Solution (ENG). Let the native mark each rainy April day of a year with a number from the
set {1, 2, . . . , 10} (with no repetitions), and each sunny (i.e. not rainy) day with a number from the set
{11, 12, . . . , 30} (also with no repetitions). Then each April the native receives a unique permutation of
numbers from the set {1, 2, . . . , 30} with the total number of such permutations equal to 30!.
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The number of permutations mentioned, corresponding to the distribution of April days when on
the 𝑘th of April (𝑘 = 2, 3, . . . , 30) the native has a headache, is 10 · 20 · (28! + 28!), then the average
number of days when the native has a headache is

29 · 10 · 20 · 2 · 28!

30!
=

40

3

Criteria:

� the formula for the number of permutations for rainy/sunny days was applied correctly – 1 pre-
point;

� when calculating the number of permutations for rainy/sunny days, the ones when the native has
a headache were taken into account, but errors were made – 3 pre-points;

� a completely correct and justified solution – 5 pre-points.

Task 2. Найдите количество натуральных 𝑘 > 1, для которых в системе счисления с основанием
2026 верно следующее: натуральное число кратно 𝑘 тогда и только тогда, когда сумма всех его
цифр кратна 𝑘.

Find the number of positive integers 𝑘 > 1 such that the following is true in the number system
with base 2026: a positive integer is a multiple of 𝑘 if and only if the sum of all its digits is a multiple of 𝑘.

Answer: 14

Решение (RUS). Далее нижним индексом записи числа будем обозначать систему счис-
ления, в которой выполнена эта запись, используя при этом по умолчанию десятичную систему
счисления.

Сначала докажем, что искомые 𝑘 не превосходят 202510, обозначая за 𝑆(𝑛) сумму цифр числа
𝑛 в 2026-ичной системе счисления; очевидно, 𝑆(𝑛) 6 𝑛, причем равенство достигается только для
𝑛 < 102026 = 202610 – для таких 𝑛 утверждение очевидно. Если 𝑛 > 102026, то 𝑛 = 𝑎𝑝𝑎𝑝−1 . . . 𝑎1𝑎0 =
𝑎𝑝2026𝑝 + 𝑎𝑝−12026𝑝−1 + · · · 𝑎1 · 2026 + 𝑎0 и 𝑆(𝑛) = 𝑎𝑝 + 𝑎𝑝−1 + · · ·+ 𝑎1 + 𝑎0, 𝑎𝑝 ̸= 0. Очевидно, каждое
слагаемое указанного представления 𝑛 не меньше соответствующего слагаемого в 𝑆(𝑛), причем
𝑎𝑝 · 2026𝑝 > 𝑎𝑝 т.е. 𝑆(𝑛) < 𝑛 для 𝑝 > 0. Если 𝑛 кратно 𝑘, то 𝑆(𝑛) кратно 𝑘, 𝑆(𝑆(𝑛)) кратно 𝑘 и т.д.,
пока очередная 𝑆(. . . 𝑆(𝑛) . . .) не станет меньше 202610. В указанной последовательности не более
𝑛 членов, при этом 𝑘 6 𝑆(. . . 𝑆(𝑛) . . .) < 202610 для последнего члена этой последовательности,
откуда 𝑘 6 202510, что и требовалось доказать.

Теперь докажем, что 𝑘 – делитель 202510. Рассмотрим число 1(𝑘 − 1)2026: согласно признаку
делимости, оно кратно 𝑘, тогда 1(𝑘 − 1)2026 − 𝑘 = 1 · 2026 + (𝑘 − 1) − 𝑘 = 2026 − 1 = 2025 также
кратно 𝑘, что и требовалось доказать.

Теперь докажем, что указанный признак делимости работает для всех 𝑘, являющихся делите-
лями 2025. Сначала отметим, что 𝑎𝑖 · 2026𝑖 ≡ 𝑎𝑖 · 1𝑖 ≡ 𝑎𝑖 (mod 2025), откуда

𝑛 = 𝑎𝑝𝑎𝑝−1 . . . 𝑎1𝑎0 = 𝑎𝑝2026𝑝 + 𝑎𝑝−12026𝑝−1 + · · · 𝑎1 · 2026 + 𝑎0 ≡

≡ 𝑎𝑝 + 𝑎𝑝−1 + · · · + 𝑎1 + 𝑎0 (mod 2025) = 𝑆(𝑛),

что и требовалось.
Осталось найти количество подходящих 𝑘. Число 2025 = 34 · 52 имеет (4 + 1)(2 + 1) = 15 нату-

ральных делителей, включая 1 – значит, требуемое количество подходящих 𝑘 равно 14.

Критерии оценивания:
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� доказано, что подходят некоторые делители числа 2025 – 1 первичный балл;

� доказано, что 𝑘 6 2025 – 2 первичных балла;

� доказано, что 𝑘 – любой делитель 2025 – 3 первичных балла;

� верное и обоснованное решение с незначительной ошибкой – 4 первичных балла;

� полностью верное и обоснованное решение – 5 первичных баллов.

Solution (ENG). From now on, we will use the subscript of a number to denote the number
system in which it is written, using the decimal number system by default.

First, we will prove that the desired 𝑘 does not exceed 202510, denoting 𝑆(𝑛) as the sum of the
digits of 𝑛 in the 2026-base number system. Obviously, 𝑆(𝑛) 6 𝑛, and equality is achieved only for
𝑛 < 102026 = 202610 – for such 𝑛, the assertion is obvious. If 𝑛 > 102026, then 𝑛 = 𝑎𝑝𝑎𝑝−1 . . . 𝑎1𝑎0 =
𝑎𝑝2026𝑝+𝑎𝑝−12026𝑝−1+· · · 𝑎1 ·2026+𝑎0 and 𝑆(𝑛) = 𝑎𝑝+𝑎𝑝−1+· · ·+𝑎1+𝑎0, 𝑎𝑝 ̸= 0. Obviously, each term
of the specified representation 𝑛 is not less than the corresponding term in 𝑆(𝑛), and 𝑎𝑝 · 2026𝑝 > 𝑎𝑝,
i.e. 𝑆(𝑛) < 𝑛 for 𝑝 > 0. If 𝑛 is a multiple of 𝑘, then 𝑆(𝑛) is a multiple of 𝑘, 𝑆(𝑆(𝑛)) is a multiple of
𝑘, and so on, until the next 𝑆(. . . 𝑆(𝑛) . . .) becomes less than 202610. The given sequence has at most
𝑛 terms, and 𝑘 6 𝑆(. . . 𝑆(𝑛) . . .) < 202610 for the last term of this sequence, whence 𝑘 6 202510, as
required.

Now we prove that 𝑘 is a divisor of 202510. Consider the number 1(𝑘 − 1)2026: according to the
divisibility test, it is a multiple of 𝑘, then 1(𝑘 − 1)2026 − 𝑘 = 1 · 2026 + (𝑘 − 1) − 𝑘 = 2026 − 1 = 2025
is also a multiple of 𝑘, as required.

Now we will prove that the divisibility test given above works for all 𝑘 that are divisors of 2025.
First, note that 𝑎𝑖 · 2026𝑖 ≡ 𝑎𝑖 · 1𝑖 ≡ 𝑎𝑖 (mod 2025), hence

𝑛 = 𝑎𝑝𝑎𝑝−1 . . . 𝑎1𝑎0 = 𝑎𝑝2026𝑝 + 𝑎𝑝−12026𝑝−1 + · · · 𝑎1 · 2026 + 𝑎0 ≡

≡ 𝑎𝑝 + 𝑎𝑝−1 + · · · + 𝑎1 + 𝑎0 (mod 2025) = 𝑆(𝑛),

as required.
It remains to find the number of suitable 𝑘. The number 2025 = 34 · 52 has (4 + 1)(2 + 1) = 15

positive integer divisors including 1, thus the required number of suitable 𝑘 is 14.

Criteria:

� it is proven that some divisors of 2025 are suitable – 1 pre-point;

� it is proven that 𝑘 6 2025 – 2 pre-points;

� it is proven that 𝑘 is any divisor of 2025 – 3 pre-points;

� correct and justified solution with a minor error – 4 pre-points;

� completely correct and justified solution – 5 pre-points.

Task 3. В окрестностях Хогвартса живут фантастические твари весом в 1, 2, . . . , 𝑛 килограмм (𝑛
– натуральное число). Ньют Саламандер может делать следующее:

1. класть себе в чемодан тварь весом в 1 килограмм, если сейчас в чемодане нет такой твари;

2. выпускать из чемодана тварь весом 𝑛 килограмм;
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3. при 𝑘 < 𝑛 выпускать из чемодана тварь весом 𝑘 килограмм и одновременно впускать туда
тварь весом 𝑘 + 1 килограмм, если в чемодане нет такой твари.

Известно, что изначально чемодан Ньюта пуст. При каких 𝑛 Ньют может добиться того, чтобы в
чемодане ровно по одному разу побывал бы любой набор тварей из окрестностей Хогвартса, и в
итоге в чемодане осталась бы только тварь весом 𝑛 килограмм?

Fantastic beasts weighing 1, 2, . . . , 𝑛 kilograms live in the Hogwarts area (𝑛 is some positive integer).
Newt Scamander can do the following:

1. put a 1-kilogram beast in his suitcase if there’s no such beast currently in the suitcase;

2. release a beast weighing 𝑛 kilograms from the suitcase;

3. if 𝑘 < 𝑛, release a beast weighing 𝑘 kilograms from the suitcase and simultaneously let in a beast
weighing 𝑘 + 1 kilograms if there’s no such beast in the suitcase.

Newt’s suitcase is initially empty. For what 𝑛 can Newt make any combination of beasts from the
Hogwarts area to appear in the suitcase exactly once, leaving only the beast weighing 𝑛 kilograms in
the suitcase?

Answer: 𝑛 = 2𝑚 − 1, 𝑚 ∈ N

Решение (RUS). Заметим, что если Ньюту удастся добиться требуемого, то еще одним
действием он сможет снова опустошить свой чемодан.

Выполняя действия 1 и 3, Ньют увеличивает суммарный вес всех тварей в чемодане на 1, а
выполняя действие 2, уменьшает его на 𝑛. Пусть действие 2 повторилось 𝑁2 раз в цепочке из
𝑁 действий Ньюта, которая начинается и заканчивается одним и тем же (возможно, пустым)
набором фантастических тварей. Тогда (𝑁 −𝑁2) −𝑁2 · 𝑛 = 0, т.е. 𝑁 = 𝑁2 · (𝑛 + 1), т.е. 𝑁 кратно
𝑛 + 1. Поскольку 𝑁 = 2𝑛, делаем вывод, что 2𝑛 кратно (𝑛 + 1), откуда 𝑛 = 2𝑚 − 1 для некоторого
натурального 𝑚.

Приведем пример последовательности действий Ньюта для получения любого набора фанта-
стических тварей (элементы указанных множеств соответствуют весу тварей):

∅ → {1} → {2} → {1, 2} → {1, 3} → {2, 3} → {1, 2, 3} → · · ·

· · · → {𝑛− 2, 𝑛− 1} → {𝑛− 2, 𝑛} → {𝑛− 2} → {𝑛− 1} → {𝑛}

Критерии оценивания:

� рассмотрена последовательность, начинающаяся и заканчивающаяся одинаковыми наборами
фантастических тварей – 2 первичных балла;

� доказано, что общее количество действий Ньюта кратно (𝑛 + 1) – 3 первичных балла;

� верное и обоснованное решение с незначительной ошибкой – 4 первичных балла;

� полностью верное и обоснованное решение – 5 первичных баллов.

Solution (ENG). Note that if Newt succeeds in achieving the desired result, he can empty his
suitcase again with one more action.

By performing actions 1 and 3, Newt increases the total weight of all the beasts in the suitcase by
1, and by performing action 2, he decreases it by 𝑛. Suppose action 2 is repeated 𝑁2 times in a chain of
𝑁 actions by Newt that begins and ends with the same (possibly empty) set of fantastic beasts. Then
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(𝑁 −𝑁2) −𝑁2 · 𝑛 = 0, i.e. 𝑁 = 𝑁2 · (𝑛 + 1), thus 𝑁 is a multiple of 𝑛 + 1. Since 𝑁 = 2𝑛, we conclude
that 2𝑛 is a multiple of (𝑛 + 1), hence 𝑛 = 2𝑚 − 1 for some positive integer 𝑚.

Here’s an example of Newt’s sequence of actions to obtain any set of fantastic beasts (the elements
of the given sets correspond to the weights of the beasts):

∅ → {1} → {2} → {1, 2} → {1, 3} → {2, 3} → {1, 2, 3} → · · ·

· · · → {𝑛− 2, 𝑛− 1} → {𝑛− 2, 𝑛} → {𝑛− 2} → {𝑛− 1} → {𝑛}

Criteria:

� a sequence beginning and ending with identical sets of fantastic beasts is considered – 2 pre-points;

� Newt’s total number of actions is proven to be a multiple of (𝑛 + 1) – 3 pre-points;

� a correct and reasonable solution with a minor flaw – 4 pre-points;

� a completely correct and reasonable solution – 5 pre-points.

Task 4. В тетраэдре 𝐴𝐵𝐶𝐷 известно, что 𝐴𝐷 = 𝐵𝐶 и 𝐴𝐶 = 𝐵𝐷. Сфера с центром в точке
пересечения медиан тетраэдра пересекает его ребро 𝐵𝐷 в таких точках 𝑋 и 𝑌 , что 𝐵𝑋 = 𝐷𝑌 .
Докажите, что 𝐴𝐵 = 𝐶𝐷.

Медиана тетраэдра – это отрезок, соединяющий вершину тетраэдра с точкой пересечения ме-

диан противоположной грани.

In the tetrahedron 𝐴𝐵𝐶𝐷 it is known that 𝐴𝐷 = 𝐵𝐶 and 𝐴𝐶 = 𝐵𝐷. A sphere centered at the
intersection point of the tetrahedron’s medians intersects its edge 𝐵𝐷 at points 𝑋 and 𝑌 such that
𝐵𝑋 = 𝐷𝑌 . Prove that 𝐴𝐵 = 𝐶𝐷.

A median of a tetrahedron is a segment connecting a vertex of the tetrahedron to the intersection

point of the medians of the opposite face.

Решение (RUS). Отметим середины ребер 𝐴𝐵 и 𝐶𝐷 – точки 𝑀 и 𝑁 , соответственно. По-
скольку треугольники 𝐷𝐴𝐶 и 𝐶𝐵𝐷 равны (по трём сторонам: 𝐴𝐷 = 𝐵𝐶, 𝐴𝐶 = 𝐵𝐷, 𝐶𝐷 – общая),
равны их соответственные элементы, в частности, медианы 𝐴𝑁 и 𝐵𝑁 . Значит, треугольник 𝐴𝑁𝐵
равнобедренный, и его медиана 𝑁𝑀 , проведенная к основанию, является также и высотой, то
есть 𝑁𝑀 ⊥ 𝐴𝐵. Аналогичными рассуждениями про треугольники 𝐴𝐷𝐵 и 𝐵𝐶𝐴 получаем, что
𝑁𝑀 ⊥ 𝐶𝐷.

Заметим, что середина отрезка 𝑀𝑁 является также и точкой пересечения медиан 𝐺 тетра-
эдра 𝐴𝐵𝐶𝐷, то есть центром сферы из условия задачи. Этот классический факт проще всего
обосновать векторным методом: пусть 𝑂 – произвольная точка пространства, тогда

−→
𝑂𝐺 =

−→
𝑂𝐴 +

−−→
𝑂𝐵 +

−→
𝑂𝐶 +

−−→
𝑂𝐷

4
=

(
−→
𝑂𝐴 +

−−→
𝑂𝐵)/2 + (

−→
𝑂𝐶 +

−−→
𝑂𝐷)/2

2
=

−−→
𝑂𝑀 +

−−→
𝑂𝑁

2

(то же рассуждение можно оформить с помощью метода масс)
Запишем степени точек 𝐵 и 𝐷 относительно упомянутой сферы: 𝐵𝑋 · 𝐵𝑌 = 𝐵𝐺2 − 𝑅2 и

𝐷𝑌 · 𝐷𝑋 = 𝐷𝐺2 − 𝑅2, где 𝑅 – радиус сферы. Так как 𝐵𝑋 = 𝐷𝑌 , то также 𝐵𝑌 = 𝐷𝑋, то есть
степени точек 𝐵 и 𝐷 относительно сферы равны, значит, равны расстояния от них до её центра:
𝐵𝐺 = 𝐷𝐺. Осталось записать теорему Пифагора:

𝐵𝑀2 −𝑀𝐺2 = 𝐵𝐺2 = 𝐷𝐺2 = 𝐷𝑁2 −𝑁𝐺2

С учётом условия 𝑀𝐺 = 𝑁𝐺 (𝐺 – середина отрезка 𝑀𝑁) имеем 𝐴𝐵/2 = 𝐵𝑀 = 𝐷𝑁 = 𝐶𝐷/2, то
есть 𝐴𝐵 = 𝐶𝐷, что и требовалось доказать.
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Критерии оценивания:

� верное и обоснованное решение с незначительной ошибкой – 4 первичных балла;

� полностью верное и обоснованное решение – 5 первичных баллов.

Solution (ENG). Lets mark the midpoints of edges 𝐴𝐵 and 𝐶𝐷 as points𝑀 and 𝑁 , respectively.
Since triangles 𝐷𝐴𝐶 and 𝐶𝐵𝐷 are congruent (along three sides: 𝐴𝐷 = 𝐵𝐶, 𝐴𝐶 = 𝐵𝐷, and 𝐶𝐷 is
the common side), their corresponding elements are also equal, in particular, the medians 𝐴𝑁 and 𝐵𝑁 .
Therefore, triangle 𝐴𝑁𝐵 is isosceles, and its median 𝑁𝑀 , drawn to the base, is also the altitude, that
is, 𝑁𝑀 ⊥ 𝐴𝐵. Similar reasoning for triangles 𝐴𝐷𝐵 and 𝐵𝐶𝐴 yields 𝑁𝑀 ⊥ 𝐶𝐷.

Note that the midpoint of segment 𝑀𝑁 is also the intersection point of medians 𝐺 of tetrahedron
𝐴𝐵𝐶𝐷, that is, the center of the sphere in the problem statement. This classical fact is most easily
substantiated using the vector method: let 𝑂 be an arbitrary point in space, then

−→
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−−→
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=
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2

(similar reasoning can be formalized using the mass method)
Lets write the degrees of points 𝐵 and 𝐷 relative to the aforementioned sphere: 𝐵𝑋 ·𝐵𝑌 = 𝐵𝐺2−𝑅2

and 𝐷𝑌 · 𝐷𝑋 = 𝐷𝐺2 − 𝑅2, where 𝑅 is the radius of the sphere. Since 𝐵𝑋 = 𝐷𝑌 , then 𝐵𝑌 = 𝐷𝑋,
that is, the degrees of points 𝐵 and 𝐷 relative to the sphere are equal, hence the distances from them
to its center are equal: 𝐵𝐺 = 𝐷𝐺. It remains to write the Pythagorean theorem:

𝐵𝑀2 −𝑀𝐺2 = 𝐵𝐺2 = 𝐷𝐺2 = 𝐷𝑁2 −𝑁𝐺2

Given the condition 𝑀𝐺 = 𝑁𝐺 (𝐺 is the midpoint of the segment 𝑀𝑁), we have 𝐴𝐵/2 = 𝐵𝑀 =
𝐷𝑁 = 𝐶𝐷/2, that is, 𝐴𝐵 = 𝐶𝐷, which is what was required to be proven.

Criteria:

� correct and justified solution with a minor error – 4 pre-points;

� completely correct and justified solution – 5 pre-points.
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Task 5. Докажите неравенство для положительных 𝑎, 𝑏:

𝑎√
𝑏2 + 1

+
𝑏√

𝑎2 + 1
>

𝑎 + 𝑏√
𝑎𝑏 + 1

Prove the inequality for positive 𝑎, 𝑏:

𝑎√
𝑏2 + 1

+
𝑏√

𝑎2 + 1
>

𝑎 + 𝑏√
𝑎𝑏 + 1

Решение (RUS). Пусть 𝜆 = 𝑎
𝑎+𝑏

, 𝜇 = 𝑏
𝑎+𝑏

, 𝑓(𝑥) = 1√
𝑥
. Тогда исходное неравенство перепи-

шется в виде
𝜆 · 𝑓(𝑏2 + 1) + 𝜇 · 𝑓(𝑎2 + 1) > 𝑓(𝑎𝑏 + 1)

где 𝜆 + 𝜇 = 1. Заметим, что 𝑎𝑏 + 1 = 𝜆 · (𝑏2 + 1) + 𝜇 · (𝑎2 + 1), поэтому последнее неравенство
равносильно

𝜆 · 𝑓(𝑏2 + 1) + 𝜇 · 𝑓(𝑎2 + 1) > 𝑓(𝜆 · (𝑏2 + 1) + 𝜇 · (𝑎2 + 1)),

которое верно в силу неравенства Йенсена.

Критерии оценивания:

� приведена плодотворная идея, при этом использовано неравенство о средних (или неравен-
ство Коши-Буняковского-Шварца) – 2 первичных балла;

� полностью верное и обоснованное решение – 5 первичных баллов.

Solution (ENG). Let 𝜆 = 𝑎
𝑎+𝑏

, 𝜇 = 𝑏
𝑎+𝑏

, 𝑓(𝑥) = 1√
𝑥
. Then the original inequality can be rewritten

as
𝜆 · 𝑓(𝑏2 + 1) + 𝜇 · 𝑓(𝑎2 + 1) > 𝑓(𝑎𝑏 + 1)

where 𝜆 + 𝜇 = 1. Note that 𝑎𝑏 + 1 = 𝜆 · (𝑏2 + 1) + 𝜇 · (𝑎2 + 1), so the last inequality is equivalent to

𝜆 · 𝑓(𝑏2 + 1) + 𝜇 · 𝑓(𝑎2 + 1) > 𝑓(𝜆 · (𝑏2 + 1) + 𝜇 · (𝑎2 + 1)),

which holds by Jensen’s inequality.

Criteria:

� a fruitful idea is presented, using the mean inequality (or the Cauchy-Schwartz inequality) – 2
pre-points;

� a completely correct and justified solution – 5 pre-points.


