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Система оценивания / Task score

1. Первичная оценка решения каждой задачи выставляется по 5-балльной шкале.

Если к задаче нужен только краткий ответ, то по ней выставляется либо 0 первичных баллов,
либо 5.

2. Для каждой задачи вычисляется средний балл (𝑀) по результатам ее решения всеми участ-
никами.

3. Весовой коэффициент (𝐾) каждой задачи вычисляется по формуле

𝐾 = 3− 0.5 ·𝑀

4. Балл каждого участника за каждую задачу умножается на весовой коэффициент этой зада-
чи.

5. Баллы, набранные участником, суммируются с последующим округлением до ближайшего
целого в бóльшую сторону.

1. Pre-score of the solution to each task is set on a 5-point scale.

If the task requires short answer then pre-score will be 0 or 5 points.

2. An average score (𝑀) is calculated based on the results of all participants for each task.

3. The weighting coefficient (𝐾) of each task is calculated using formula

𝐾 = 3− 0.5 ·𝑀

4. Each participant’s score for each task is multiplied by the weighting coefficient of that task.

5. The points scored by the participant are summed and then rounded up to the nearest integer.
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7𝑡ℎ degree

Task 1.

1. На стене висят двое часов, у обоих и минутная, и часовая стрелки смотрят строго вверх.
Одни часы исправны, а другие испорчены: они идут в обратную сторону, причем в 2 раза
быстрее исправных. Сколько раз в течение следующих 23 часов 59 минут исправные и ис-
порченные часы покажут одинаковое время (не считая начального положения стрелок)?

There are two clocks hanging on the wall, and both have their minute and hour hands pointing
straight up. One clock is working properly, while the other is broken: it ticks backwards, twice
as fast as the other. How many times during the next 23 hours 59 minutes will the proper and
broken clocks show the same time (not considering the initial position of the hands)?

Answer: 5

2. На стене висят двое часов, у обоих и минутная, и часовая стрелки смотрят строго вверх.
Одни часы исправны, а другие испорчены: они идут в обратную сторону, причем в 3 раза
быстрее исправных. Сколько раз в течение следующих 23 часов 59 минут исправные и ис-
порченные часы покажут одинаковое время (не считая начального положения стрелок)?

There are two clocks hanging on the wall, and both have their minute and hour hands pointing
straight up. One clock is working properly, while the other is broken: it ticks backwards, 3 times
faster than the other. How many times during the next 23 hours 59 minutes will the proper and
broken clocks show the same time (not considering the initial position of the hands)?

Answer: 7

3. На стене висят двое часов, у обоих и минутная, и часовая стрелки смотрят строго вверх.
Одни часы исправны, а другие испорчены: они идут в обратную сторону, причем в 4 раза
быстрее исправных. Сколько раз в течение следующих 23 часов 59 минут исправные и ис-
порченные часы покажут одинаковое время (не считая начального положения стрелок)?

There are two clocks hanging on the wall, and both have their minute and hour hands pointing
straight up. One clock is working properly, while the other is broken: it ticks backwards, 4 times
faster than the other. How many times during the next 23 hours 59 minutes will the proper and
broken clocks show the same time (not considering the initial position of the hands)?

Answer: 9

4. На стене висят двое часов, у обоих и минутная, и часовая стрелки смотрят строго вверх.
Одни часы исправны, а другие испорчены: они идут в обратную сторону, причем в 6 раз
быстрее исправных. Сколько раз в течение следующих 23 часов 59 минут исправные и ис-
порченные часы покажут одинаковое время (не считая начального положения стрелок)?

There are two clocks hanging on the wall, and both have their minute and hour hands pointing
straight up. One clock is working properly, while the other is broken: it ticks backwards, 6 times
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faster than the other. How many times during the next 23 hours 59 minutes will the proper and
broken clocks show the same time (not considering the initial position of the hands)?

Answer: 13

Решение (RUS). (представлено решение варианта №1, остальные решаются аналогично)
Представим, что окружность циферблата разбита на 12 · 60 = 720 равных частей, и что на часах
всего одна стрелка – «минутно-часовая» – она показывает количество минут, прошедших с того
момента времени, когда она была направлена строго вверх. Тогда каждому положению минутно-
часовой стрелки соответствует единственное положение «обычных» минутной и часовой стрелок,
и наоборот. Построим график положений минутно-часовой стрелки на исправных (синий) и неис-
правных (красный) часах в зависимости от времени, прошедшего с начала суток:

Зелеными точками показаны пересечения графиков, их абсциссы соответствуют времени, когда
часы показывают одинаковое время. (точки (12; 0) и (12; 12) соответствуют одному и тому же
времени – полдень – поэтому учитывается только одна из них, и вторая не закрашена зеленым).

Неисправные часы идут в обратном направлении и вдвое быстрее исправных, поэтому со-
ответствующие отрезки имеют отрицательный угловой коэффициент, притом вдвое бóльший по
модулю, чем таковой у синих отрезков.

Solution (ENG). (given a solution to version 1 of the task since others are solved similarly)
Lets imagine that the circumference of a clock face is divided into 12 ·60 = 720 equal parts, and that the
clock has only one hand – the «minute-hour» hand – which shows the number of minutes passed since
the moment when it was pointed straight up. Then, each position of the minute-hour hand corresponds
to a single position of the «regular» minute and hour hands, and vice versa. Lets plot a graph of the
positions of the minute-hour hands on a proper (blue) and a broken (red) clock depending on the time
passed since the beginning of the day:
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The green points indicate the intersections of the graphs; their abscissas correspond to the times when
the clocks show the same time. (Points (12; 0) and (12; 12) correspond to the same time – noon – so
only one of them is taken into account, and the other is not shaded green.)

The broken clock runs in the opposite direction and twice as fast as the proper one, so the corresponding
segments have a negative slope, which is twice as large in magnitude as that of the blue segments.

Task 2.

1. Пусть 𝑛 – наименьшее 54-значное положительное целое число (в десятичной записи; первая
цифра числа не равна 0), кратное 2475. Какой остаток дает 𝑛 при делении на 10000?

Let 𝑛 be the smallest 54-digit positive integer (in decimal notation; the first digit of the number
is not 0) that is a multiple of 2475. What is the remainder of 𝑛 when divided by 10000?

Answer: 1475

2. Пусть 𝑛 – наименьшее 49-значное положительное целое число (в десятичной записи; первая
цифра числа не равна 0), кратное 2475. Какой остаток дает 𝑛 при делении на 10000?

Let 𝑛 be the smallest 49-digit positive integer (in decimal notation; the first digit of the number
is not 0) that is a multiple of 2475. What is the remainder of 𝑛 when divided by 10000?

Answer: 2375

3. Пусть 𝑛 – наименьшее 134-значное положительное целое число (в десятичной записи; первая
цифра числа не равна 0), кратное 825. Какой остаток дает 𝑛 при делении на 1000?

Let 𝑛 be the smallest 134-digit positive integer (in decimal notation; the first digit of the number
is not 0) that is a multiple of 825. What is the remainder of 𝑛 when divided by 1000?

Answer: 650
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4. Пусть 𝑛 – наименьшее 87-значное положительное целое число (в десятичной записи; первая
цифра числа не равна 0), кратное 825. Какой остаток дает 𝑛 при делении на 1000?

Let 𝑛 be the smallest 87-digit positive integer (in decimal notation; the first digit of the number
is not 0) that is a multiple of 825. What is the remainder of 𝑛 when divided by 1000?

Answer: 725

Решение (RUS). (представлено решение варианта №1, остальные решаются аналогично)
2475 = 9·11·25, т.е. 𝑛 кратно 9, 11 и 25. Наименьшее 54-значное 𝑛 записывается в виде 100 . . . 00𝑎𝑏𝑐𝑑,
причем

1. 𝑎+ 𝑏+ 𝑐+ 𝑑+ 1 кратно 9,

2. 𝑐𝑑 кратно 25,

3. 1 + 𝑎+ 𝑐− 𝑏− 𝑑 кратно 11.

Пятая цифра справа равна 0, поскольку среди 10000 подряд идущих чисел 100 . . . 00, 100 . . . 01,
100 . . . 02, ..., 100 . . . 09998, 100 . . . 09999 найдется число, кратное 4-хзначному 2475.

Перебором 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 с учетом вышеприведенных условий 1-3 убеждаемся, что число
𝑛 = 100 . . . 001475 – искомое, причем оно является наименьшим, поскольку 𝑛− 2475 уже не явля-
ется 54-значным. Очевидно, его остаток от деления на 10000 равен 1475.

Solution (ENG). (given a solution to version 1 of the task since others are solved similarly)
2475 = 9 ·11 ·25, i.e. 𝑛 is a multiple of 9, 11, and 25. The smallest 54-digit 𝑛 is written as 100 . . . 00𝑎𝑏𝑐𝑑,
where

1. 𝑎+ 𝑏+ 𝑐+ 𝑑+ 1 is a multiple of 9,

2. 𝑐𝑑 is a multiple of 25,

3. 1 + 𝑎+ 𝑐− 𝑏− 𝑑 is a multiple of 11.

The fifth digit from the right is 0, since among the 10000 consecutive numbers 100 . . . 00, 100 . . . 01,
100 . . . 02, ..., 100 . . . 09998, 100 . . . 09999 there is a number that is a multiple of the 4-digit number
2475.

By checking 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑎𝑛𝑑𝑑 using conditions 1-3 shown above, we realize that 𝑛 = 100 . . . 001475 is the
desired number, and it is the smallest, since 𝑛 − 2475 is no longer 54-digit. Obviously, its remainder
when divided by 10000 is 1475.

Task 3.

1. Количество туристов, приезжающих в эко-курорт «Простоквашино» было одинаковым в
2023, в 2024 и в 2025 году. Размещение туристов на территории курорта происходит в го-
стевых домиках. В 2024 году на курорте построили 5 дополнительных гостевых домиков,
и благодаря этому среднее количество размещённых туристов в одном домике стало на 6
человек меньше, чем было в 2023 году. В 2025 году построили ещё 5 домиков, после чего
среднее число туристов в домике сократилось ещё на 5 человек по сравнению с показателем
2024 года.
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Сколько туристов побывало в «Простоквашино» в 2025 году? Если задача имеет несколько
верных ответов, укажите их сумму. Если задача не имеет ни одного верного ответа или бес-
конечно много таковых, запишите в ответ число 0.

The number of tourists visiting the Prostokvashino eco-resort was the same in 2023, 2024, and
2025. Tourists are accommodated in guest houses at the resort. In 2024, 5 additional guest houses
were built at the resort, reducing the average number of tourists per house by 6 compared to 2023.
In 2025, 5 more guest houses were built, reducing the average number of tourists per house by
another 5 compared to 2024.

How many tourists visited Prostokvashino in 2025? If the task has multiple correct answers, write
down their sum. If the task has no correct answers or infinitely many correct answers, write 0 as
the answer.

Answer: 3300

2. Количество туристов, приезжающих в эко-курорт «Простоквашино» было одинаковым в
2023, в 2024 и в 2025 году. Размещение туристов на территории курорта происходит в го-
стевых домиках. В 2024 году на курорте построили 4 дополнительных гостевых домика, и
благодаря этому среднее количество размещённых туристов в одном домике стало на 6 чело-
век меньше, чем было в 2023 году. В 2025 году построили ещё 4 домика, после чего среднее
число туристов в домике сократилось ещё на 5 человек по сравнению с показателем 2024
года.

Сколько туристов побывало в «Простоквашино» в 2025 году? Если задача имеет несколько
верных ответов, укажите их сумму. Если задача не имеет ни одного верного ответа или бес-
конечно много таковых, запишите в ответ число 0.

The number of tourists visiting the Prostokvashino eco-resort was the same in 2023, 2024, and
2025. Tourists are accommodated in guest houses at the resort. In 2024, 4 additional guest houses
were built at the resort, reducing the average number of tourists per house by 6 compared to 2023.
In 2025, 4 more guest houses were built, reducing the average number of tourists per house by
another 5 compared to 2024.

How many tourists visited Prostokvashino in 2025? If the task has multiple correct answers, write
down their sum. If the task has no correct answers or infinitely many correct answers, write 0 as
the answer.

Answer: 2640

3. Количество туристов, приезжающих в эко-курорт «Простоквашино» было одинаковым в
2023, в 2024 и в 2025 году. Размещение туристов на территории курорта происходит в го-
стевых домиках. В 2024 году на курорте построили 5 дополнительных гостевых домиков,
и благодаря этому среднее количество размещённых туристов в одном домике стало на 7
человек меньше, чем было в 2023 году. В 2025 году построили ещё 5 домиков, после чего
среднее число туристов в домике сократилось ещё на 6 человек по сравнению с показателем
2024 года.

Сколько туристов побывало в «Простоквашино» в 2025 году? Если задача имеет несколько
верных ответов, укажите их сумму. Если задача не имеет ни одного верного ответа или бес-
конечно много таковых, запишите в ответ число 0.
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The number of tourists visiting the Prostokvashino eco-resort was the same in 2023, 2024, and
2025. Tourists are accommodated in guest houses at the resort. In 2024, 5 additional guest houses
were built at the resort, reducing the average number of tourists per house by 7 compared to 2023.
In 2025, 5 more guest houses were built, reducing the average number of tourists per house by
another 6 compared to 2024.

How many tourists visited Prostokvashino in 2025? If the task has multiple correct answers, write
down their sum. If the task has no correct answers or infinitely many correct answers, write 0 as
the answer.

Answer: 5460

4. Количество туристов, приезжающих в эко-курорт «Простоквашино» было одинаковым в
2023, в 2024 и в 2025 году. Размещение туристов на территории курорта происходит в го-
стевых домиках. В 2024 году на курорте построили 6 дополнительных гостевых домиков,
и благодаря этому среднее количество размещённых туристов в одном домике стало на 6
человек меньше, чем было в 2023 году. В 2025 году построили ещё 6 домиков, после чего
среднее число туристов в домике сократилось ещё на 5 человек по сравнению с показателем
2024 года.

Сколько туристов побывало в «Простоквашино» в 2025 году? Если задача имеет несколько
верных ответов, укажите их сумму. Если задача не имеет ни одного верного ответа или бес-
конечно много таковых, запишите в ответ число 0.

The number of tourists visiting the Prostokvashino eco-resort was the same in 2023, 2024, and
2025. Tourists are accommodated in guest houses at the resort. In 2024, 6 additional guest houses
were built at the resort, reducing the average number of tourists per house by 6 compared to 2023.
In 2025, 6 more guest houses were built, reducing the average number of tourists per house by
another 5 compared to 2024.

How many tourists visited Prostokvashino in 2025? If the task has multiple correct answers, write
down their sum. If the task has no correct answers or infinitely many correct answers, write 0 as
the answer.

Answer: 3960

Решение (RUS). (представлено решение варианта №1, остальные решаются аналогично)
Обозначим количество туристов, приезжавших в один год из перечисленных (то есть, согласно
условию, в каждый из них) за 𝑡, а количество домиков на территории в 2023 году за 𝑑. Среднее

количество домиков в 2023 году равно
𝑡

𝑑
, в 2024 году равно

𝑡

𝑑+ 5
, а в 2025 году равно

𝑡

𝑑+ 10
.

Тогда из условия имеем систему: ⎧⎪⎨⎪⎩
𝑡

𝑑+ 5
+ 6 =

𝑡

𝑑
𝑡

𝑑+ 10
+ 11 =

𝑡

𝑑

Домножим первое выражение на положительную величину 𝑑(𝑑+5) и получим 𝑑𝑡+6𝑑(𝑑+5) = 𝑑𝑡+5𝑡,
что упрощается до 6𝑑(𝑑 + 5) = 5𝑡. Аналогично из второго уравнения получаем 11𝑑(𝑑 + 10) = 10𝑡.
Домножая первое из этих двух условий на 2, имеем 12𝑑(𝑑+ 5) = 10𝑡 = 11𝑑(𝑑+ 10), откуда имеем
12(𝑑 + 5) = 11(𝑑 + 10). Решая это простое линейное уравнение получаем единственное решение

𝑑 = 60. Откуда 𝑡 = 6𝑑(𝑑+ 5)/5 =
6 · 60 · 65

5
= 3300.
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Solution (ENG). (given a solution to version 1 of the task since others are solved similarly)
Lets denote the number of tourists arriving in one of the listed years (that is, according to the condition,
in each of them) as 𝑡, and the number of houses on the territory in 2023 as 𝑑. The average number of

houses in 2023 is equal to
𝑡

𝑑
, in 2024 is equal to

𝑡

𝑑+ 5
, and in 2025 is equal to

𝑡

𝑑+ 10
. Then, from the

condition, we have the system: ⎧⎪⎨⎪⎩
𝑡

𝑑+ 5
+ 6 =

𝑡

𝑑
𝑡

𝑑+ 10
+ 11 =

𝑡

𝑑

Multiplying the first expression by the positive value 𝑑(𝑑 + 5) yields 𝑑𝑡 + 6𝑑(𝑑 + 5) = 𝑑𝑡 + 5𝑡, which
simplifies to 6𝑑(𝑑+5) = 5𝑡. Similarly, from the second equation, we obtain 11𝑑(𝑑+10) = 10𝑡. Multiplying
the first of these two conditions by 2, we obtain 12𝑑(𝑑+ 5) = 10𝑡 = 11𝑑(𝑑+ 10), from which we obtain
12(𝑑+5) = 11(𝑑+10). Solving this simple linear equation, we obtain the unique solution 𝑑 = 60. From

here 𝑡 = 6𝑑(𝑑+ 5)/5 =
6 · 60 · 65

5
= 3300.

Task 4. В условиях всех 4-х вариантов этой задачи допущена одна и та же ошибка: указанное
10-значное число в 6 раз больше задуманного. Ответы на некорректно сформулированную задачу
не проверялись и не учитывались при формировании баллов.

All the 4 versions of the task contained the same mistake: the 10-digit number provided was 6
times larger than intended. Answers to the incorrectly formulated task were not checked and were not
considered when calculating points.

1. Андрей выбрал 6 различных ненулевых цифр и выписал на доску все возможные 6-значные
числа, переставляя выбранные цифры между собой. После этого Андрей сложил все эти чис-
ла и получил 2719997280. Какое наименьшее число могло быть выписано Андреем на доску?

Andrew chose six different non-zero digits and wrote all possible six-digit numbers on the board,
permuting the chosen digits. Then, Andrew added all these numbers together and got 2719997280.
What is the smallest number Andrey could have written on the board?

Answer: 136789

2. Андрей выбрал 6 различных ненулевых цифр и выписал на доску все возможные 6-значные
числа, переставляя выбранные цифры между собой. После этого Андрей сложил все эти чис-
ла и получил 2319997680. Какое наименьшее число могло быть выписано Андреем на доску?

Andrew chose six different non-zero digits and wrote all possible six-digit numbers on the board,
permuting the chosen digits. Then, Andrew added all these numbers together and got 2319997680.
What is the smallest number Andrey could have written on the board?

Answer: 123689

3. Андрей выбрал 6 различных ненулевых цифр и выписал на доску все возможные 6-значные
числа, переставляя выбранные цифры между собой. После этого Андрей сложил все эти чис-
ла и получил 2159997840. Какое наименьшее число могло быть выписано Андреем на доску?
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Andrew chose six different non-zero digits and wrote all possible six-digit numbers on the board,
permuting the chosen digits. Then, Andrew added all these numbers together and got 2159997840.
What is the smallest number Andrey could have written on the board?

Answer: 123489

4. Андрей выбрал 6 различных ненулевых цифр и выписал на доску все возможные 6-значные
числа, переставляя выбранные цифры между собой. После этого Андрей сложил все эти чис-
ла и получил 2799997200. Какое наименьшее число могло быть выписано Андреем на доску?

Andrew chose six different non-zero digits and wrote all possible six-digit numbers on the board,
permuting the chosen digits. Then, Andrew added all these numbers together and got 2799997200.
What is the smallest number Andrey could have written on the board?

Answer: 146789

Решение (RUS). (представлено решение варианта №1, остальные решаются аналогично)
(число 2719997280 в условии заменено на 2719997280 : 6 = 453332880)

Пусть число, записанное Андреем, равно 𝑥 = 𝑎𝑏𝑐𝑑𝑒𝑓 = 105·𝑎+104·𝑏+103·𝑐+102·𝑑+10·𝑒+𝑓 , тогда
сумма всех чисел, получаемых из него перестановкой цифр, равна 5! ·(𝑎+𝑏+𝑐+𝑑+𝑒+𝑓) ·111111 =
453332880, откуда 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑 + 𝑒 + 𝑓 = 34. Чтобы число 𝑥 было наименьшим, его цифры
должны быть расположены в порядке возрастания слева направо. Полагая 𝑎 = 1, получаем
𝑏 + 𝑐 + 𝑑 + 𝑒 + 𝑓 = 33, тогда 𝑏 > 3, иначе 𝑐 + 𝑑 + 𝑒 + 𝑓 = 31, но 6 + 7 + 8 + 9 = 30 – отсюда
𝑏 ̸= 2. Далее 𝑐+ 𝑑+ 𝑒+ 𝑓 = 30, откуда и получаем 𝑥 = 136789.

Solution (ENG). (given a solution to version 1 of the task since others are solved similarly)
(the number 2719997280 in the initial task formulation is replaced with 2719997280 : 6 = 453332880)

Let the Andrew’s number be 𝑥 = 𝑎𝑏𝑐𝑑𝑒𝑓 = 105 ·𝑎+104 ·𝑏+103 ·𝑐+102 ·𝑑+10 ·𝑒+𝑓 . Then the sum of
all numbers obtained from it by rearranging the digits is 5! · (𝑎+ 𝑏+ 𝑐+𝑑+ 𝑒+𝑓) ·111111 = 453332880,
hence 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑 + 𝑒 + 𝑓 = 34. For the number 𝑥 to be minimal, its digits must be arranged in
ascending order from left to right. Assuming 𝑎 = 1, we get 𝑏+ 𝑐+ 𝑑+ 𝑒+ 𝑓 = 33, then 𝑏 > 3, otherwise
𝑐+ 𝑑+ 𝑒+ 𝑓 = 31, but 6 + 7 + 8 + 9 = 30 – thus 𝑏 ̸= 2. We get 𝑐+ 𝑑+ 𝑒+ 𝑓 = 30, thus 𝑥 = 136789.

Task 5. Дана квадратная таблица 𝑛 × 𝑛 (𝑛 > 4), все клетки которого изначально белые. Разре-
шается поменять цвет клетки (с белого на черный и с черного на белый) в фигуре в форме буквы
«T» (см. рисунок), которая может быть повернута на 90∘, 180∘ или 270∘. Докажите, что если 𝑛
делится или на 2, или на 3, то таблицу можно перекрасить так, чтобы все клетки стали черными.

Given a square grid 𝑛×𝑛 (𝑛 > 4), all its cells are initially white. It is allowed to change the color of cells
(from white to black and from black to white) that are forming a T-shaped figure (see picture above)
which can be rotated by either 90∘, 180∘ or 270∘. Prove that if 𝑛 is divisible by either 2 or 3, then the
grid can be recolored so that all cells become black.
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Решение (RUS). Если 𝑛 делится на 2, можно действовать так (𝑛 > 4, поэтому на доске
хватит места для совершения указанных операций):

Таким образом, закрашивая последовательно квадраты 2× 2, мы в конечном счете закрасим весь
квадрат 𝑛× 𝑛.

Если 𝑛 делится на 3, разобьем таблицу на квадраты 3×3 и будем перекрашивать их следующим
образом:

Критерии оценивания:

� приведена идея разбиения на квадраты 2× 2, 3× 3 – 1 первичный балл;

� приведено частичное доказательство одного из двух описанных случаев – 2 первичных балла;

� приведено полное доказательство одного из двух случаев – 3 первичных балла;

� приведены доказательства обоих случаев, но допущена незначительная ошибка – 4 первич-
ных балла;

� полное и обоснованное решение – 5 первичных баллов.

Solution (ENG). If 𝑛 is divisible by 2, we can proceed as follows (𝑛 > 4, so there is enough
space on the grid to perform the above operations):

Thus, by successively painting squares 2× 2, we will eventually paint the entire square 𝑛× 𝑛.
If 𝑛 is divisible by 3, we will split the grid into squares 3× 3 and repaint them as follows:

Criteria:

� the idea of partitioning into 2× 2, 3× 3 squares is given – 1 pre-point;
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� a partial proof of one of the two described cases is given – 2 pre-points;

� a complete proof of one of the two cases is given – 3 pre-points;

� proofs of both cases are given, but a minor error was made – 4 pre-points;

� a complete and justified solution – 5 pre-points.

Task 6. Вупсень утверждает, что может нарисовать такой 2025-угольник, что все его вершины
будут лежать на некоторых трёх прямых. На это Пупсень ответил, что может нарисовать такой
2025-угольник, что все его вершины будут лежать не на трёх, а всего на двух прямых. Прав ли
Вупсень? Прав ли Пупсень?

Victor claims he can draw a 2025-gon such that all its vertices lie on three lines. Peter responds that
he can draw a 2025-gon such that all its vertices lie on not three, but just two lines. Is Victor right? Is
Peter right?

Решение (RUS). Приведенный пример подтверждает, что правы и Вупсень, и Пупсень:

Solution (ENG). Both Victor and Peter are right (see the picture above).

Критерии оценивания:

� верный ответ при неверной попытке его изображения (или ее отсутствии), либо непонятное
текстовое описание примера – 1 первичный балл;

� верный ответ, верный пример – 5 первичных баллов.

Criteria:

� correct answer with an incorrect attempt to depict it (or no attempt at all), or an unclear text
description of the example – 1 pre-point;

� correct answer, correct example – 5 pre-points.
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8𝑡ℎ degree

Task 1.

1. На стене висят двое часов, у обоих и минутная, и часовая стрелки смотрят строго вверх.
Одни часы исправны, а другие испорчены: они идут в обратную сторону, причем в 2 раза
быстрее исправных. Сколько раз в течение следующих 23 часов 59 минут исправные и ис-
порченные часы покажут одинаковое время (не считая начального положения стрелок)?

There are two clocks hanging on the wall, and both have their minute and hour hands pointing
straight up. One clock is working properly, while the other is broken: it ticks backwards, twice
as fast as the other. How many times during the next 23 hours 59 minutes will the proper and
broken clocks show the same time (not considering the initial position of the hands)?

Answer: 5

2. На стене висят двое часов, у обоих и минутная, и часовая стрелки смотрят строго вверх.
Одни часы исправны, а другие испорчены: они идут в обратную сторону, причем в 3 раза
быстрее исправных. Сколько раз в течение следующих 23 часов 59 минут исправные и ис-
порченные часы покажут одинаковое время (не считая начального положения стрелок)?

There are two clocks hanging on the wall, and both have their minute and hour hands pointing
straight up. One clock is working properly, while the other is broken: it ticks backwards, 3 times
faster than the other. How many times during the next 23 hours 59 minutes will the proper and
broken clocks show the same time (not considering the initial position of the hands)?

Answer: 7

3. На стене висят двое часов, у обоих и минутная, и часовая стрелки смотрят строго вверх.
Одни часы исправны, а другие испорчены: они идут в обратную сторону, причем в 4 раза
быстрее исправных. Сколько раз в течение следующих 23 часов 59 минут исправные и ис-
порченные часы покажут одинаковое время (не считая начального положения стрелок)?

There are two clocks hanging on the wall, and both have their minute and hour hands pointing
straight up. One clock is working properly, while the other is broken: it ticks backwards, 4 times
faster than the other. How many times during the next 23 hours 59 minutes will the proper and
broken clocks show the same time (not considering the initial position of the hands)?

Answer: 9

4. На стене висят двое часов, у обоих и минутная, и часовая стрелки смотрят строго вверх.
Одни часы исправны, а другие испорчены: они идут в обратную сторону, причем в 6 раз
быстрее исправных. Сколько раз в течение следующих 23 часов 59 минут исправные и ис-
порченные часы покажут одинаковое время (не считая начального положения стрелок)?

There are two clocks hanging on the wall, and both have their minute and hour hands pointing
straight up. One clock is working properly, while the other is broken: it ticks backwards, 6 times
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faster than the other. How many times during the next 23 hours 59 minutes will the proper and
broken clocks show the same time (not considering the initial position of the hands)?

Answer: 13

Решение (RUS). (представлено решение варианта №1, остальные решаются аналогично)
Представим, что окружность циферблата разбита на 12 · 60 = 720 равных частей, и что на часах
всего одна стрелка – «минутно-часовая» – она показывает количество минут, прошедших с того
момента времени, когда она была направлена строго вверх. Тогда каждому положению минутно-
часовой стрелки соответствует единственное положение «обычных» минутной и часовой стрелок,
и наоборот. Построим график положений минутно-часовой стрелки на исправных (синий) и неис-
правных (красный) часах в зависимости от времени, прошедшего с начала суток:

Зелеными точками показаны пересечения графиков, их абсциссы соответствуют времени, когда
часы показывают одинаковое время. (точки (12; 0) и (12; 12) соответствуют одному и тому же
времени – полдень – поэтому учитывается только одна из них, и вторая не закрашена зеленым).

Неисправные часы идут в обратном направлении и вдвое быстрее исправных, поэтому со-
ответствующие отрезки имеют отрицательный угловой коэффициент, притом вдвое бóльший по
модулю, чем таковой у синих отрезков.

Solution (ENG). (given a solution to version 1 of the task since others are solved similarly)
Lets imagine that the circumference of a clock face is divided into 12 ·60 = 720 equal parts, and that the
clock has only one hand – the «minute-hour» hand – which shows the number of minutes passed since
the moment when it was pointed straight up. Then, each position of the minute-hour hand corresponds
to a single position of the «regular» minute and hour hands, and vice versa. Lets plot a graph of the
positions of the minute-hour hands on a proper (blue) and a broken (red) clock depending on the time
passed since the beginning of the day:
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The green points indicate the intersections of the graphs; their abscissas correspond to the times when
the clocks show the same time. (Points (12; 0) and (12; 12) correspond to the same time – noon – so
only one of them is taken into account, and the other is not shaded green.)

The broken clock runs in the opposite direction and twice as fast as the proper one, so the corresponding
segments have a negative slope, which is twice as large in magnitude as that of the blue segments.

Task 2.

1. Найдите наименьшее возможное число рукопожатий между 30 людьми, если среди любых
трех из них найдутся двое, пожавших друг другу руки.

Find the smallest possible number of handshakes between 30 people if among any three of them
there are two who’ve shook hands.

Answer: 210

2. Найдите наименьшее возможное число рукопожатий между 36 людьми, если среди любых
трех из них найдутся двое, пожавших друг другу руки.

Find the smallest possible number of handshakes between 36 people if among any three of them
there are two who’ve shook hands.

Answer: 306

3. Найдите наименьшее возможное число рукопожатий между 24 людьми, если среди любых
трех из них найдутся двое, пожавших друг другу руки.

Find the smallest possible number of handshakes between 24 people if among any three of them
there are two who’ve shook hands.

Answer: 132
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4. Найдите наименьшее возможное число рукопожатий между 40 людьми, если среди любых
трех из них найдутся двое, пожавших друг другу руки.

Find the smallest possible number of handshakes between 40 people if among any three of them
there are two who’ve shook hands.

Answer: 380

Решение (RUS). (представлено решение варианта №1, остальные решаются аналогично)
Выберем человека (пусть его зовут 𝐴), сделавшего наименьшее число (𝑘) рукопожатий. Тогда все
остальные 29 человек, кроме 𝐴, можно разбить на 2 группы: в первой группе будут 𝑘 людей,
которые пожали руку 𝐴 (каждый из них сделал не менее 𝑘 рукопожатий), а во второй – 29 − 𝑘
людей, кому 𝐴 не пожал руку. Согласно условию, все люди из второй группы должны пожать
руки друг другу (1

2
(29−𝑘)(28−𝑘) рукопожатий), иначе двое не пожавших друг другу руки вместе

с 𝐴 образуют тройку людей без рукопожатий, что исключено условием задачи. Итак, общее число
рукопожатий не меньше чем

1

2

(︀
𝑘 + 𝑘2 + (29− 𝑘)(28− 𝑘)

)︀
= 𝑘2 − 28𝑘 + 406 = (𝑘 − 14)2 + 210 > 210

Равенство достигается, если разбить все 30 человек на две равные группы, в каждой из которых
все пожмут друг другу руки, при этом между группами рукопожатий не будет.

Solution (ENG). (given a solution to version 1 of the task since others are solved similarly)
Lets choose a person (let’s call him 𝐴) who has shaken hands the fewest (𝑘) times. Then all the remaining
29 people, except 𝐴, can be divided into two groups: the first group will contain 𝑘 people who shook
hands with 𝐴 (each of them made at least 𝑘 handshakes), and the second group will contain 29 − 𝑘
people whom 𝐴 did not shake hands with. According to the problem, all people in the second group
must shake hands with each other (1

2
(29−𝑘)(28−𝑘) handshakes), otherwise the two who did not shake

hands, together with 𝐴, form a trio of people without handshakes, which is excluded by the problem.
So, the total number of handshakes is no less than

1

2

(︀
𝑘 + 𝑘2 + (29− 𝑘)(28− 𝑘)

)︀
= 𝑘2 − 28𝑘 + 406 = (𝑘 − 14)2 + 210 > 210

Equality is achieved by dividing all 30 people into two equal groups, with everyone in each group shaking
hands, and no handshakes between the groups.

Task 3.

1. Количество туристов, приезжающих в эко-курорт «Простоквашино» было одинаковым в
2023, в 2024 и в 2025 году. Размещение туристов на территории курорта происходит в го-
стевых домиках. В 2024 году на курорте построили 5 дополнительных гостевых домиков,
и благодаря этому среднее количество размещённых туристов в одном домике стало на 6
человек меньше, чем было в 2023 году. В 2025 году построили ещё 5 домиков, после чего
среднее число туристов в домике сократилось ещё на 5 человек по сравнению с показателем
2024 года.

Сколько туристов побывало в «Простоквашино» в 2025 году? Если задача имеет несколько
верных ответов, укажите их сумму. Если задача не имеет ни одного верного ответа или бес-
конечно много таковых, запишите в ответ число 0.



Innopolis Open 2025/26 in Mathematics 2𝑛𝑑 qualifying round

The number of tourists visiting the Prostokvashino eco-resort was the same in 2023, 2024, and
2025. Tourists are accommodated in guest houses at the resort. In 2024, 5 additional guest houses
were built at the resort, reducing the average number of tourists per house by 6 compared to 2023.
In 2025, 5 more guest houses were built, reducing the average number of tourists per house by
another 5 compared to 2024.

How many tourists visited Prostokvashino in 2025? If the task has multiple correct answers, write
down their sum. If the task has no correct answers or infinitely many correct answers, write 0 as
the answer.

Answer: 3300

2. Количество туристов, приезжающих в эко-курорт «Простоквашино» было одинаковым в
2023, в 2024 и в 2025 году. Размещение туристов на территории курорта происходит в го-
стевых домиках. В 2024 году на курорте построили 4 дополнительных гостевых домика, и
благодаря этому среднее количество размещённых туристов в одном домике стало на 6 чело-
век меньше, чем было в 2023 году. В 2025 году построили ещё 4 домика, после чего среднее
число туристов в домике сократилось ещё на 5 человек по сравнению с показателем 2024
года.

Сколько туристов побывало в «Простоквашино» в 2025 году? Если задача имеет несколько
верных ответов, укажите их сумму. Если задача не имеет ни одного верного ответа или бес-
конечно много таковых, запишите в ответ число 0.

The number of tourists visiting the Prostokvashino eco-resort was the same in 2023, 2024, and
2025. Tourists are accommodated in guest houses at the resort. In 2024, 4 additional guest houses
were built at the resort, reducing the average number of tourists per house by 6 compared to 2023.
In 2025, 4 more guest houses were built, reducing the average number of tourists per house by
another 5 compared to 2024.

How many tourists visited Prostokvashino in 2025? If the task has multiple correct answers, write
down their sum. If the task has no correct answers or infinitely many correct answers, write 0 as
the answer.

Answer: 2640

3. Количество туристов, приезжающих в эко-курорт «Простоквашино» было одинаковым в
2023, в 2024 и в 2025 году. Размещение туристов на территории курорта происходит в го-
стевых домиках. В 2024 году на курорте построили 5 дополнительных гостевых домиков,
и благодаря этому среднее количество размещённых туристов в одном домике стало на 7
человек меньше, чем было в 2023 году. В 2025 году построили ещё 5 домиков, после чего
среднее число туристов в домике сократилось ещё на 6 человек по сравнению с показателем
2024 года.

Сколько туристов побывало в «Простоквашино» в 2025 году? Если задача имеет несколько
верных ответов, укажите их сумму. Если задача не имеет ни одного верного ответа или бес-
конечно много таковых, запишите в ответ число 0.

The number of tourists visiting the Prostokvashino eco-resort was the same in 2023, 2024, and
2025. Tourists are accommodated in guest houses at the resort. In 2024, 5 additional guest houses
were built at the resort, reducing the average number of tourists per house by 7 compared to 2023.
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In 2025, 5 more guest houses were built, reducing the average number of tourists per house by
another 6 compared to 2024.

How many tourists visited Prostokvashino in 2025? If the task has multiple correct answers, write
down their sum. If the task has no correct answers or infinitely many correct answers, write 0 as
the answer.

Answer: 5460

4. Количество туристов, приезжающих в эко-курорт «Простоквашино» было одинаковым в
2023, в 2024 и в 2025 году. Размещение туристов на территории курорта происходит в го-
стевых домиках. В 2024 году на курорте построили 6 дополнительных гостевых домиков,
и благодаря этому среднее количество размещённых туристов в одном домике стало на 6
человек меньше, чем было в 2023 году. В 2025 году построили ещё 6 домиков, после чего
среднее число туристов в домике сократилось ещё на 5 человек по сравнению с показателем
2024 года.

Сколько туристов побывало в «Простоквашино» в 2025 году? Если задача имеет несколько
верных ответов, укажите их сумму. Если задача не имеет ни одного верного ответа или бес-
конечно много таковых, запишите в ответ число 0.

The number of tourists visiting the Prostokvashino eco-resort was the same in 2023, 2024, and
2025. Tourists are accommodated in guest houses at the resort. In 2024, 6 additional guest houses
were built at the resort, reducing the average number of tourists per house by 6 compared to 2023.
In 2025, 6 more guest houses were built, reducing the average number of tourists per house by
another 5 compared to 2024.

How many tourists visited Prostokvashino in 2025? If the task has multiple correct answers, write
down their sum. If the task has no correct answers or infinitely many correct answers, write 0 as
the answer.

Answer: 3960

Решение (RUS). (представлено решение варианта №1, остальные решаются аналогично)
Обозначим количество туристов, приезжавших в один год из перечисленных (то есть, согласно
условию, в каждый из них) за 𝑡, а количество домиков на территории в 2023 году за 𝑑. Среднее

количество домиков в 2023 году равно
𝑡

𝑑
, в 2024 году равно

𝑡

𝑑+ 5
, а в 2025 году равно

𝑡

𝑑+ 10
.

Тогда из условия имеем систему: ⎧⎪⎨⎪⎩
𝑡

𝑑+ 5
+ 6 =

𝑡

𝑑
𝑡

𝑑+ 10
+ 11 =

𝑡

𝑑

Домножим первое выражение на положительную величину 𝑑(𝑑+5) и получим 𝑑𝑡+6𝑑(𝑑+5) = 𝑑𝑡+5𝑡,
что упрощается до 6𝑑(𝑑 + 5) = 5𝑡. Аналогично из второго уравнения получаем 11𝑑(𝑑 + 10) = 10𝑡.
Домножая первое из этих двух условий на 2, имеем 12𝑑(𝑑+ 5) = 10𝑡 = 11𝑑(𝑑+ 10), откуда имеем
12(𝑑 + 5) = 11(𝑑 + 10). Решая это простое линейное уравнение получаем единственное решение

𝑑 = 60. Откуда 𝑡 = 6𝑑(𝑑+ 5)/5 =
6 · 60 · 65

5
= 3300.

Solution (ENG). (given a solution to version 1 of the task since others are solved similarly)
Lets denote the number of tourists arriving in one of the listed years (that is, according to the condition,
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in each of them) as 𝑡, and the number of houses on the territory in 2023 as 𝑑. The average number of

houses in 2023 is equal to
𝑡

𝑑
, in 2024 is equal to

𝑡

𝑑+ 5
, and in 2025 is equal to

𝑡

𝑑+ 10
. Then, from the

condition, we have the system: ⎧⎪⎨⎪⎩
𝑡

𝑑+ 5
+ 6 =

𝑡

𝑑
𝑡

𝑑+ 10
+ 11 =

𝑡

𝑑

Multiplying the first expression by the positive value 𝑑(𝑑 + 5) yields 𝑑𝑡 + 6𝑑(𝑑 + 5) = 𝑑𝑡 + 5𝑡, which
simplifies to 6𝑑(𝑑+5) = 5𝑡. Similarly, from the second equation, we obtain 11𝑑(𝑑+10) = 10𝑡. Multiplying
the first of these two conditions by 2, we obtain 12𝑑(𝑑+ 5) = 10𝑡 = 11𝑑(𝑑+ 10), from which we obtain
12(𝑑+5) = 11(𝑑+10). Solving this simple linear equation, we obtain the unique solution 𝑑 = 60. From

here 𝑡 = 6𝑑(𝑑+ 5)/5 =
6 · 60 · 65

5
= 3300.

Task 4. В условиях всех 4-х вариантов этой задачи допущена одна и та же ошибка: указанное
10-значное число в 6 раз больше задуманного. Ответы на некорректно сформулированную задачу
не проверялись и не учитывались при формировании баллов.

All the 4 versions of the task contained the same mistake: the 10-digit number provided was 6
times larger than intended. Answers to the incorrectly formulated task were not checked and were not
considered when calculating points.

1. Андрей выбрал 6 различных ненулевых цифр и выписал на доску все возможные 6-значные
числа, переставляя выбранные цифры между собой. После этого Андрей сложил все эти чис-
ла и получил 2719997280. Какое наименьшее число могло быть выписано Андреем на доску?

Andrew chose six different non-zero digits and wrote all possible six-digit numbers on the board,
permuting the chosen digits. Then, Andrew added all these numbers together and got 2719997280.
What is the smallest number Andrey could have written on the board?

Answer: 136789

2. Андрей выбрал 6 различных ненулевых цифр и выписал на доску все возможные 6-значные
числа, переставляя выбранные цифры между собой. После этого Андрей сложил все эти чис-
ла и получил 2319997680. Какое наименьшее число могло быть выписано Андреем на доску?

Andrew chose six different non-zero digits and wrote all possible six-digit numbers on the board,
permuting the chosen digits. Then, Andrew added all these numbers together and got 2319997680.
What is the smallest number Andrey could have written on the board?

Answer: 123689

3. Андрей выбрал 6 различных ненулевых цифр и выписал на доску все возможные 6-значные
числа, переставляя выбранные цифры между собой. После этого Андрей сложил все эти чис-
ла и получил 2159997840. Какое наименьшее число могло быть выписано Андреем на доску?
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Andrew chose six different non-zero digits and wrote all possible six-digit numbers on the board,
permuting the chosen digits. Then, Andrew added all these numbers together and got 2159997840.
What is the smallest number Andrey could have written on the board?

Answer: 123489

4. Андрей выбрал 6 различных ненулевых цифр и выписал на доску все возможные 6-значные
числа, переставляя выбранные цифры между собой. После этого Андрей сложил все эти чис-
ла и получил 2799997200. Какое наименьшее число могло быть выписано Андреем на доску?

Andrew chose six different non-zero digits and wrote all possible six-digit numbers on the board,
permuting the chosen digits. Then, Andrew added all these numbers together and got 2799997200.
What is the smallest number Andrey could have written on the board?

Answer: 146789

Решение (RUS). (представлено решение варианта №1, остальные решаются аналогично)
(число 2719997280 в условии заменено на 2719997280 : 6 = 453332880)

Пусть число, записанное Андреем, равно 𝑥 = 𝑎𝑏𝑐𝑑𝑒𝑓 = 105·𝑎+104·𝑏+103·𝑐+102·𝑑+10·𝑒+𝑓 , тогда
сумма всех чисел, получаемых из него перестановкой цифр, равна 5! ·(𝑎+𝑏+𝑐+𝑑+𝑒+𝑓) ·111111 =
453332880, откуда 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑 + 𝑒 + 𝑓 = 34. Чтобы число 𝑥 было наименьшим, его цифры
должны быть расположены в порядке возрастания слева направо. Полагая 𝑎 = 1, получаем
𝑏 + 𝑐 + 𝑑 + 𝑒 + 𝑓 = 33, тогда 𝑏 > 3, иначе 𝑐 + 𝑑 + 𝑒 + 𝑓 = 31, но 6 + 7 + 8 + 9 = 30 – отсюда
𝑏 ̸= 2. Далее 𝑐+ 𝑑+ 𝑒+ 𝑓 = 30, откуда и получаем 𝑥 = 136789.

Solution (ENG). (given a solution to version 1 of the task since others are solved similarly)
(the number 2719997280 in the initial task formulation is replaced with 2719997280 : 6 = 453332880)

Let the Andrew’s number be 𝑥 = 𝑎𝑏𝑐𝑑𝑒𝑓 = 105 ·𝑎+104 ·𝑏+103 ·𝑐+102 ·𝑑+10 ·𝑒+𝑓 . Then the sum of
all numbers obtained from it by rearranging the digits is 5! · (𝑎+ 𝑏+ 𝑐+𝑑+ 𝑒+𝑓) ·111111 = 453332880,
hence 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑 + 𝑒 + 𝑓 = 34. For the number 𝑥 to be minimal, its digits must be arranged in
ascending order from left to right. Assuming 𝑎 = 1, we get 𝑏+ 𝑐+ 𝑑+ 𝑒+ 𝑓 = 33, then 𝑏 > 3, otherwise
𝑐+ 𝑑+ 𝑒+ 𝑓 = 31, but 6 + 7 + 8 + 9 = 30 – thus 𝑏 ̸= 2. We get 𝑐+ 𝑑+ 𝑒+ 𝑓 = 30, thus 𝑥 = 136789.

Task 5. Дана квадратная таблица 𝑛 × 𝑛 (𝑛 > 3), все клетки которого изначально белые. Разре-
шается поменять цвет клетки (с белого на черный и с черного на белый) в фигуре в форме буквы
«T» (см. рисунок), которая может быть повернута на 90∘, 180∘ или 270∘. Докажите, что если 𝑛 не
делится ни на 2, ни на 3, то таблицу нельзя перекрасить так, чтобы все клетки стали черными.

Given a square grid 𝑛×𝑛 (𝑛 > 3), all its cells are initially white. It is allowed to change the color of cells
(from white to black and from black to white) that are forming a T-shaped figure (see picture above)
which can be rotated by either 90∘, 180∘ or 270∘. Prove that if 𝑛 is not divisible by either 2 or 3, then
the grid cannot be recolored so that all its cells become black.
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Решение (RUS). Пронумеруем столбцы числами 0, 1, 2, 0, 1, 2, . . .. Обозначим через 𝑎𝑖 (𝑖 =
0, 1, 2) количество черных клеток в столбцах с номером 𝑖. Заметим, что каждое перекрашивание
меняет четность чисел 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2. При этом, поскольку в начале 𝑎0 = 𝑎1 = 𝑎2 = 0, четности всех
чисел 𝑎𝑖 в каждый момент времени одинаковы – значит, в каждый момент времени числа 𝑎0 и 𝑎2
имеют одинаковую четность.

Предположим, что мы смогли перекрасить всю табличку, и посмотрим на четности чисел 𝑎0 и
𝑎2. Поскольку 𝑛 не делится на 3, в таблице столбцов с номером 0 на один больше, чем столбцов
с номером 2, а значит, в конечный момент времени количество клеток в столбцах с номером 0 на
𝑛 больше, чем количество клеток в столбцах с номером 2, т.е. 𝑎0 − 𝑎2 = 𝑛. Но 𝑛 нечетно, поэтому
числа 𝑎0 и 𝑎2 должны быть разной четности – противоречие. Таким образом, перекрасить всю
таблицу в черный цвет невозможно.

Критерии оценивания:

� приведено верное разбиение доски по строкам или столбцам – 1 первичный балл;

� приведено верное разбиение доски + идея про четность сумм в описанных группах – 3 пер-
вичных балла.

� верное и обоснованное решение с незначительной ошибкой – 4 первичных балла;

� полностью верное и обоснованное решение – 5 первичных баллов.

Solution (ENG). Let’s number the columns with the numbers 0, 1, 2, 0, 1, 2, . . .. Let 𝑎𝑖 (𝑖 = 0, 1, 2)
denote the number of black cells in the column numbered 𝑖. Note that each recoloring changes the parity
of the numbers 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2. Moreover, since 𝑎0 = 𝑎1 = 𝑎2 = 0 at the beginning, the parities of all the
numbers 𝑎𝑖 are the same at each moment in time – this means that at each moment in time, the numbers
𝑎0 and 𝑎2 have the same parity.

Assume that we were able to recolor the entire grid, let’s look at the parities of the numbers 𝑎0
and 𝑎2. Since 𝑛 is not divisible by 3, the grid has one more 0-numbered columns than 2-numbered
columns, meaning that at the final moment, the number of cells in 0-numbered columns is 𝑛 greater
than the number of cells in 2-numbered columns, i.e. 𝑎0 − 𝑎2 = 𝑛. But 𝑛 is odd, so 𝑎0 and 𝑎2 must
be of different parities – that’s a contradiction. Thus, it is impossible to recolor the entire grid into black.

Criteria:

� a correct partition of the board by rows or columns is given – 1 pre-point;

� a correct partition of the board is given + the idea about the parity of the sums in the described
groups is given – 3 pre-points.

� a correct and justified solution with a minor error is given – 4 pre-points;

� a completely correct and justified solution is given – 5 pre-points.

Task 6. В равностороннем треугольнике 𝐴𝐵𝐶 с центром 𝑂 точка 𝑀 – середина стороны 𝐴𝐵. Бис-
сектриса угла 𝐵𝑂𝑀 пересекает вписанную окружность треугольника 𝐴𝐵𝐶 в точке 𝑃 . Биссектриса
угла 𝐴𝑀𝑂 повторно пересекает эту же окружность в точке 𝑄. Докажите, что ∠𝐴𝑄𝐶 = ∠𝐴𝑃𝐵.

In an equilateral triangle 𝐴𝐵𝐶 with center 𝑂, point 𝑀 is the midpoint of the side 𝐴𝐵. The bisector
of angle 𝐵𝑂𝑀 intersects the inscribed circle of triangle 𝐴𝐵𝐶 at point 𝑃 . The bisector of angle 𝐴𝑀𝑂
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intersects the same circle again at point 𝑄. Prove that ∠𝐴𝑄𝐶 = ∠𝐴𝑃𝐵.

Решение (RUS). Так как треугольник 𝐴𝐵𝐶 равносторонний, ∠𝑂𝑀𝑄 = 1
2
∠𝐶𝑀𝐴 = 1

2
·90∘ =

45∘. Отрезки 𝑂𝑀 и 𝑂𝑄 равны как радиусы одной окружности, значит, треугольник 𝑀𝑂𝑄 –
равнобедренный прямоугольный, ∠𝑀𝑂𝑄 = 90∘. Отсюда ∠𝑃𝑂𝑄 = ∠𝑀𝑂𝑄 + 1

2
∠𝐵𝑂𝑀 = 90∘ + 1

2
·

(180∘ − ∠𝑀𝐵𝑂 − ∠𝐵𝑀𝑂) = 90∘ + 1
2
· 60∘ = 120∘.

Отрезки 𝑂𝑃 и 𝑂𝑄 равны как радиусы одной окружности. Значит, при повороте 𝑅120∘
𝑂 (вокруг

точки 𝑂 на 120∘) точка 𝑃 перейдёт в точку 𝑄. Но при таком повороте вокруг центра равносторон-
него треугольника точка 𝐵 перейдёт в точку 𝐴, и точка 𝐴 перейдёт в точку 𝐶. Следовательно,
треугольник 𝐴𝐵𝑃 при этом повороте перейдёт в треугольник 𝐶𝐴𝑄 – значит, эти треугольники
равны, а потому равны и их соответственные элементы, в частности, ∠𝐴𝑃𝐵 = ∠𝐴𝑄𝐶, что и тре-
бовалось доказать.

Критерии оценивания:

� приведена плодотворная идея – 1 первичный балл, а также +1 первичный балл за верный
счет углов и +1 первичный балл за верно найденные равные отрезки;

� верное и обоснованное решение с незначительной ошибкой – 4 первичных балла;

� полностью верное и обоснованное решение – 5 первичных баллов.

Solution (ENG). Since triangle 𝐴𝐵𝐶 is equilateral, ∠𝑂𝑀𝑄 = 1
2
∠𝐶𝑀𝐴 = 1

2
· 90∘ = 45∘.

Segments 𝑂𝑀 and 𝑂𝑄 are equal as radii of the same circle, therefore △𝑀𝑂𝑄 is an isosceles right
triangle, ∠𝑀𝑂𝑄 = 90∘. Hence, ∠𝑃𝑂𝑄 = ∠𝑀𝑂𝑄+ 1

2
∠𝐵𝑂𝑀 = 90∘ + 1

2
· (180∘ −∠𝑀𝐵𝑂−∠𝐵𝑀𝑂) =

90∘ + 1
2
· 60∘ = 120∘.

Segments 𝑂𝑃 and 𝑂𝑄 are equal as radii of the same circle. By that, when rotating 𝑅120∘
𝑂 (around

point 𝑂 by 120∘), point 𝑃 will become point 𝑄. But when rotating around the center of an equilateral
triangle in this way, point 𝐵 will become point 𝐴, and point 𝐴 will become point 𝐶. Consequently,
triangle 𝐴𝐵𝑃 will become triangle 𝐶𝐴𝑄 after this rotation – by that, these triangles are equal, and
therefore their corresponding elements are also equal which gives us ∠𝐴𝑃𝐵 = ∠𝐴𝑄𝐶, which was to be
proven.

Criteria:
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� a fruitful idea is given – 1 pre-point, plus +1 pre-point for correctly counted angles and +1
pre-point for correctly found equal segments;

� a correct and justified solution with a minor error – 4 pre-points;

� a completely correct and justified solution – 5 pre-points.
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9𝑡ℎ degree

Task 1.

1. Количество туристов, приезжающих в эко-курорт «Простоквашино» было одинаковым в
2023, в 2024 и в 2025 году. Размещение туристов на территории курорта происходит в го-
стевых домиках. В 2024 году на курорте построили 5 дополнительных гостевых домиков,
и благодаря этому среднее количество размещённых туристов в одном домике стало на 6
человек меньше, чем было в 2023 году. В 2025 году построили ещё 5 домиков, после чего
среднее число туристов в домике сократилось ещё на 5 человек по сравнению с показателем
2024 года.

Сколько туристов побывало в «Простоквашино» в 2025 году? Если задача имеет несколько
верных ответов, укажите их сумму. Если задача не имеет ни одного верного ответа или бес-
конечно много таковых, запишите в ответ число 0.

The number of tourists visiting the Prostokvashino eco-resort was the same in 2023, 2024, and
2025. Tourists are accommodated in guest houses at the resort. In 2024, 5 additional guest houses
were built at the resort, reducing the average number of tourists per house by 6 compared to 2023.
In 2025, 5 more guest houses were built, reducing the average number of tourists per house by
another 5 compared to 2024.

How many tourists visited Prostokvashino in 2025? If the task has multiple correct answers, write
down their sum. If the task has no correct answers or infinitely many correct answers, write 0 as
the answer.

Answer: 3300

2. Количество туристов, приезжающих в эко-курорт «Простоквашино» было одинаковым в
2023, в 2024 и в 2025 году. Размещение туристов на территории курорта происходит в го-
стевых домиках. В 2024 году на курорте построили 4 дополнительных гостевых домика, и
благодаря этому среднее количество размещённых туристов в одном домике стало на 6 чело-
век меньше, чем было в 2023 году. В 2025 году построили ещё 4 домика, после чего среднее
число туристов в домике сократилось ещё на 5 человек по сравнению с показателем 2024
года.

Сколько туристов побывало в «Простоквашино» в 2025 году? Если задача имеет несколько
верных ответов, укажите их сумму. Если задача не имеет ни одного верного ответа или бес-
конечно много таковых, запишите в ответ число 0.

The number of tourists visiting the Prostokvashino eco-resort was the same in 2023, 2024, and
2025. Tourists are accommodated in guest houses at the resort. In 2024, 4 additional guest houses
were built at the resort, reducing the average number of tourists per house by 6 compared to 2023.
In 2025, 4 more guest houses were built, reducing the average number of tourists per house by
another 5 compared to 2024.

How many tourists visited Prostokvashino in 2025? If the task has multiple correct answers, write
down their sum. If the task has no correct answers or infinitely many correct answers, write 0 as
the answer.

Answer: 2640
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3. Количество туристов, приезжающих в эко-курорт «Простоквашино» было одинаковым в
2023, в 2024 и в 2025 году. Размещение туристов на территории курорта происходит в го-
стевых домиках. В 2024 году на курорте построили 5 дополнительных гостевых домиков,
и благодаря этому среднее количество размещённых туристов в одном домике стало на 7
человек меньше, чем было в 2023 году. В 2025 году построили ещё 5 домиков, после чего
среднее число туристов в домике сократилось ещё на 6 человек по сравнению с показателем
2024 года.

Сколько туристов побывало в «Простоквашино» в 2025 году? Если задача имеет несколько
верных ответов, укажите их сумму. Если задача не имеет ни одного верного ответа или бес-
конечно много таковых, запишите в ответ число 0.

The number of tourists visiting the Prostokvashino eco-resort was the same in 2023, 2024, and
2025. Tourists are accommodated in guest houses at the resort. In 2024, 5 additional guest houses
were built at the resort, reducing the average number of tourists per house by 7 compared to 2023.
In 2025, 5 more guest houses were built, reducing the average number of tourists per house by
another 6 compared to 2024.

How many tourists visited Prostokvashino in 2025? If the task has multiple correct answers, write
down their sum. If the task has no correct answers or infinitely many correct answers, write 0 as
the answer.

Answer: 5460

4. Количество туристов, приезжающих в эко-курорт «Простоквашино» было одинаковым в
2023, в 2024 и в 2025 году. Размещение туристов на территории курорта происходит в го-
стевых домиках. В 2024 году на курорте построили 6 дополнительных гостевых домиков,
и благодаря этому среднее количество размещённых туристов в одном домике стало на 6
человек меньше, чем было в 2023 году. В 2025 году построили ещё 6 домиков, после чего
среднее число туристов в домике сократилось ещё на 5 человек по сравнению с показателем
2024 года.

Сколько туристов побывало в «Простоквашино» в 2025 году? Если задача имеет несколько
верных ответов, укажите их сумму. Если задача не имеет ни одного верного ответа или бес-
конечно много таковых, запишите в ответ число 0.

The number of tourists visiting the Prostokvashino eco-resort was the same in 2023, 2024, and
2025. Tourists are accommodated in guest houses at the resort. In 2024, 6 additional guest houses
were built at the resort, reducing the average number of tourists per house by 6 compared to 2023.
In 2025, 6 more guest houses were built, reducing the average number of tourists per house by
another 5 compared to 2024.

How many tourists visited Prostokvashino in 2025? If the task has multiple correct answers, write
down their sum. If the task has no correct answers or infinitely many correct answers, write 0 as
the answer.

Answer: 3960

Решение (RUS). (представлено решение варианта №1, остальные решаются аналогично)
Обозначим количество туристов, приезжавших в один год из перечисленных (то есть, согласно
условию, в каждый из них) за 𝑡, а количество домиков на территории в 2023 году за 𝑑. Среднее
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количество домиков в 2023 году равно
𝑡

𝑑
, в 2024 году равно

𝑡

𝑑+ 5
, а в 2025 году равно

𝑡

𝑑+ 10
.

Тогда из условия имеем систему: ⎧⎪⎨⎪⎩
𝑡

𝑑+ 5
+ 6 =

𝑡

𝑑
𝑡

𝑑+ 10
+ 11 =

𝑡

𝑑

Домножим первое выражение на положительную величину 𝑑(𝑑+5) и получим 𝑑𝑡+6𝑑(𝑑+5) = 𝑑𝑡+5𝑡,
что упрощается до 6𝑑(𝑑 + 5) = 5𝑡. Аналогично из второго уравнения получаем 11𝑑(𝑑 + 10) = 10𝑡.
Домножая первое из этих двух условий на 2, имеем 12𝑑(𝑑+ 5) = 10𝑡 = 11𝑑(𝑑+ 10), откуда имеем
12(𝑑 + 5) = 11(𝑑 + 10). Решая это простое линейное уравнение получаем единственное решение

𝑑 = 60. Откуда 𝑡 = 6𝑑(𝑑+ 5)/5 =
6 · 60 · 65

5
= 3300.

Solution (ENG). (given a solution to version 1 of the task since others are solved similarly)
Lets denote the number of tourists arriving in one of the listed years (that is, according to the condition,
in each of them) as 𝑡, and the number of houses on the territory in 2023 as 𝑑. The average number of

houses in 2023 is equal to
𝑡

𝑑
, in 2024 is equal to

𝑡

𝑑+ 5
, and in 2025 is equal to

𝑡

𝑑+ 10
. Then, from the

condition, we have the system: ⎧⎪⎨⎪⎩
𝑡

𝑑+ 5
+ 6 =

𝑡

𝑑
𝑡

𝑑+ 10
+ 11 =

𝑡

𝑑

Multiplying the first expression by the positive value 𝑑(𝑑 + 5) yields 𝑑𝑡 + 6𝑑(𝑑 + 5) = 𝑑𝑡 + 5𝑡, which
simplifies to 6𝑑(𝑑+5) = 5𝑡. Similarly, from the second equation, we obtain 11𝑑(𝑑+10) = 10𝑡. Multiplying
the first of these two conditions by 2, we obtain 12𝑑(𝑑+ 5) = 10𝑡 = 11𝑑(𝑑+ 10), from which we obtain
12(𝑑+5) = 11(𝑑+10). Solving this simple linear equation, we obtain the unique solution 𝑑 = 60. From

here 𝑡 = 6𝑑(𝑑+ 5)/5 =
6 · 60 · 65

5
= 3300.

Task 2.

1. Найдите наименьшее возможное число рукопожатий между 30 людьми, если среди любых
трех из них найдутся двое, пожавших друг другу руки.

Find the smallest possible number of handshakes between 30 people if among any three of them
there are two who’ve shook hands.

Answer: 210

2. Найдите наименьшее возможное число рукопожатий между 36 людьми, если среди любых
трех из них найдутся двое, пожавших друг другу руки.

Find the smallest possible number of handshakes between 36 people if among any three of them
there are two who’ve shook hands.

Answer: 306
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3. Найдите наименьшее возможное число рукопожатий между 24 людьми, если среди любых
трех из них найдутся двое, пожавших друг другу руки.

Find the smallest possible number of handshakes between 24 people if among any three of them
there are two who’ve shook hands.

Answer: 132

4. Найдите наименьшее возможное число рукопожатий между 40 людьми, если среди любых
трех из них найдутся двое, пожавших друг другу руки.

Find the smallest possible number of handshakes between 40 people if among any three of them
there are two who’ve shook hands.

Answer: 380

Решение (RUS). (представлено решение варианта №1, остальные решаются аналогично)
Выберем человека (пусть его зовут 𝐴), сделавшего наименьшее число (𝑘) рукопожатий. Тогда все
остальные 29 человек, кроме 𝐴, можно разбить на 2 группы: в первой группе будут 𝑘 людей,
которые пожали руку 𝐴 (каждый из них сделал не менее 𝑘 рукопожатий), а во второй – 29 − 𝑘
людей, кому 𝐴 не пожал руку. Согласно условию, все люди из второй группы должны пожать
руки друг другу (1

2
(29−𝑘)(28−𝑘) рукопожатий), иначе двое не пожавших друг другу руки вместе

с 𝐴 образуют тройку людей без рукопожатий, что исключено условием задачи. Итак, общее число
рукопожатий не меньше чем

1

2

(︀
𝑘 + 𝑘2 + (29− 𝑘)(28− 𝑘)

)︀
= 𝑘2 − 28𝑘 + 406 = (𝑘 − 14)2 + 210 > 210

Равенство достигается, если разбить все 30 человек на две равные группы, в каждой из которых
все пожмут друг другу руки, при этом между группами рукопожатий не будет.

Solution (ENG). (given a solution to version 1 of the task since others are solved similarly)
Lets choose a person (let’s call him 𝐴) who has shaken hands the fewest (𝑘) times. Then all the remaining
29 people, except 𝐴, can be divided into two groups: the first group will contain 𝑘 people who shook
hands with 𝐴 (each of them made at least 𝑘 handshakes), and the second group will contain 29 − 𝑘
people whom 𝐴 did not shake hands with. According to the problem, all people in the second group
must shake hands with each other (1

2
(29−𝑘)(28−𝑘) handshakes), otherwise the two who did not shake

hands, together with 𝐴, form a trio of people without handshakes, which is excluded by the problem.
So, the total number of handshakes is no less than

1

2

(︀
𝑘 + 𝑘2 + (29− 𝑘)(28− 𝑘)

)︀
= 𝑘2 − 28𝑘 + 406 = (𝑘 − 14)2 + 210 > 210

Equality is achieved by dividing all 30 people into two equal groups, with everyone in each group shaking
hands, and no handshakes between the groups.

Task 3. В условиях всех 4-х вариантов этой задачи допущена одна и та же ошибка: указанное
10-значное число в 6 раз больше задуманного. Ответы на некорректно сформулированную задачу
не проверялись и не учитывались при формировании баллов.
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All the 4 versions of the task contained the same mistake: the 10-digit number provided was 6
times larger than intended. Answers to the incorrectly formulated task were not checked and were not
considered when calculating points.

1. Андрей выбрал 6 различных ненулевых цифр и выписал на доску все возможные 6-значные
числа, переставляя выбранные цифры между собой. После этого Андрей сложил все эти чис-
ла и получил 2719997280. Какое наименьшее число могло быть выписано Андреем на доску?

Andrew chose six different non-zero digits and wrote all possible six-digit numbers on the board,
permuting the chosen digits. Then, Andrew added all these numbers together and got 2719997280.
What is the smallest number Andrey could have written on the board?

Answer: 136789

2. Андрей выбрал 6 различных ненулевых цифр и выписал на доску все возможные 6-значные
числа, переставляя выбранные цифры между собой. После этого Андрей сложил все эти чис-
ла и получил 2319997680. Какое наименьшее число могло быть выписано Андреем на доску?

Andrew chose six different non-zero digits and wrote all possible six-digit numbers on the board,
permuting the chosen digits. Then, Andrew added all these numbers together and got 2319997680.
What is the smallest number Andrey could have written on the board?

Answer: 123689

3. Андрей выбрал 6 различных ненулевых цифр и выписал на доску все возможные 6-значные
числа, переставляя выбранные цифры между собой. После этого Андрей сложил все эти чис-
ла и получил 2159997840. Какое наименьшее число могло быть выписано Андреем на доску?

Andrew chose six different non-zero digits and wrote all possible six-digit numbers on the board,
permuting the chosen digits. Then, Andrew added all these numbers together and got 2159997840.
What is the smallest number Andrey could have written on the board?

Answer: 123489

4. Андрей выбрал 6 различных ненулевых цифр и выписал на доску все возможные 6-значные
числа, переставляя выбранные цифры между собой. После этого Андрей сложил все эти чис-
ла и получил 2799997200. Какое наименьшее число могло быть выписано Андреем на доску?

Andrew chose six different non-zero digits and wrote all possible six-digit numbers on the board,
permuting the chosen digits. Then, Andrew added all these numbers together and got 2799997200.
What is the smallest number Andrey could have written on the board?

Answer: 146789
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Решение (RUS). (представлено решение варианта №1, остальные решаются аналогично)
(число 2719997280 в условии заменено на 2719997280 : 6 = 453332880)

Пусть число, записанное Андреем, равно 𝑥 = 𝑎𝑏𝑐𝑑𝑒𝑓 = 105·𝑎+104·𝑏+103·𝑐+102·𝑑+10·𝑒+𝑓 , тогда
сумма всех чисел, получаемых из него перестановкой цифр, равна 5! ·(𝑎+𝑏+𝑐+𝑑+𝑒+𝑓) ·111111 =
453332880, откуда 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑 + 𝑒 + 𝑓 = 34. Чтобы число 𝑥 было наименьшим, его цифры
должны быть расположены в порядке возрастания слева направо. Полагая 𝑎 = 1, получаем
𝑏 + 𝑐 + 𝑑 + 𝑒 + 𝑓 = 33, тогда 𝑏 > 3, иначе 𝑐 + 𝑑 + 𝑒 + 𝑓 = 31, но 6 + 7 + 8 + 9 = 30 – отсюда
𝑏 ̸= 2. Далее 𝑐+ 𝑑+ 𝑒+ 𝑓 = 30, откуда и получаем 𝑥 = 136789.

Solution (ENG). (given a solution to version 1 of the task since others are solved similarly)
(the number 2719997280 in the initial task formulation is replaced with 2719997280 : 6 = 453332880)

Let the Andrew’s number be 𝑥 = 𝑎𝑏𝑐𝑑𝑒𝑓 = 105 ·𝑎+104 ·𝑏+103 ·𝑐+102 ·𝑑+10 ·𝑒+𝑓 . Then the sum of
all numbers obtained from it by rearranging the digits is 5! · (𝑎+ 𝑏+ 𝑐+𝑑+ 𝑒+𝑓) ·111111 = 453332880,
hence 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑 + 𝑒 + 𝑓 = 34. For the number 𝑥 to be minimal, its digits must be arranged in
ascending order from left to right. Assuming 𝑎 = 1, we get 𝑏+ 𝑐+ 𝑑+ 𝑒+ 𝑓 = 33, then 𝑏 > 3, otherwise
𝑐+ 𝑑+ 𝑒+ 𝑓 = 31, but 6 + 7 + 8 + 9 = 30 – thus 𝑏 ̸= 2. We get 𝑐+ 𝑑+ 𝑒+ 𝑓 = 30, thus 𝑥 = 136789.

Task 4.

1. Для неотрицательных 𝑎, 𝑏, 𝑐 выполнено 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎 = 16 и 𝑎 > 3. Найдите наименьшее воз-
можное значение выражения 2𝑎+ 𝑏+ 𝑐.

For non-negative 𝑎, 𝑏, 𝑐 it is known that 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎 = 16 and 𝑎 > 3. Find the smallest possible
value of 2𝑎+ 𝑏+ 𝑐.

Answer: 10

2. Для неотрицательных 𝑎, 𝑏, 𝑐 выполнено 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎 = 144 и 𝑎 > 5. Найдите наименьшее
возможное значение выражения 2𝑎+ 𝑏+ 𝑐.

For non-negative 𝑎, 𝑏, 𝑐 it is known that 𝑎𝑏+ 𝑏𝑐+ 𝑐𝑎 = 144 and 𝑎 > 5. Find the smallest possible
value of 2𝑎+ 𝑏+ 𝑐.

Answer: 26

3. Для неотрицательных 𝑎, 𝑏, 𝑐 выполнено 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎 = 48 и 𝑎 > 4. Найдите наименьшее воз-
можное значение выражения 2𝑎+ 𝑏+ 𝑐.

For non-negative 𝑎, 𝑏, 𝑐 it is known that 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎 = 48 and 𝑎 > 4. Find the smallest possible
value of 2𝑎+ 𝑏+ 𝑐.

Answer: 16

4. Для неотрицательных 𝑎, 𝑏, 𝑐 выполнено 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎 = 24 и 𝑎 > 5. Найдите наименьшее воз-
можное значение выражения 2𝑎+ 𝑏+ 𝑐.
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For non-negative 𝑎, 𝑏, 𝑐 it is known that 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎 = 24 and 𝑎 > 5. Find the smallest possible
value of 2𝑎+ 𝑏+ 𝑐.

Answer: 14

Решение (RUS). (представлено решение варианта №1, остальные решаются аналогично)
Пусть 𝑥 = 𝑏 + 𝑐. Тогда по неравенству о средних 𝑏𝑐 6 1

4
𝑥2. Значит, 16 = 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎 = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑐 6

𝑎𝑥 + 1
4
𝑥2, откуда 𝑥2 + 4𝑎𝑥− 64 > 0. Рассмотрим это неравенство как квадратное относительно 𝑥.

Множество его решений – это два луча, один из которых целиком лежит на отрицательной полу-
оси 𝑂𝑥 (поскольку, согласно теореме Виета, произведение корней нашего квадратного трехчлена
отрицательно), а потому его можно не рассматривать. По формуле корней квадратного уравнения
получаем 𝑥 > −2𝑎+2

√
𝑎2 + 16. Учитывая 𝑥 = 𝑏+𝑐, имеем 2𝑎+𝑏+𝑐 > 2

√
𝑎2 + 16 > 2

√
32 + 16 = 10.

Равенство достигается при 𝑎 = 3, 𝑏 = 𝑐 = 2.

Solution (ENG). (given a solution to version 1 of the task since others are solved similarly)
Let 𝑥 = 𝑏+ 𝑐. Then, by the mean inequality, 𝑏𝑐 6 1

4
𝑥2. This means that 16 = 𝑎𝑏+ 𝑏𝑐+ 𝑐𝑎 = 𝑎𝑥+ 𝑏𝑐 6

𝑎𝑥 + 1
4
𝑥2, whence 𝑥2 + 4𝑎𝑥 − 64 > 0. We consider this as inequality with respect to 𝑥. The set of

its solutions is two rays, one of which lies entirely on the negative semi-axis 𝑂𝑥 (since, according to
Vieta’s theorem, the product of the roots of our square trinomial is negative), and therefore it can be
ignored. By the formula for the roots of a quadratic equation, we obtain 𝑥 > −2𝑎 + 2

√
𝑎2 + 16. Given

𝑥 = 𝑏+𝑐, we have 2𝑎+𝑏+𝑐 > 2
√
𝑎2 + 16 > 2

√
32 + 16 = 10. Equality is achieved when 𝑎 = 3, 𝑏 = 𝑐 = 2.

Task 5. Дано положительное целое 𝑘. Аня и Боря играют в игру на клетчатой доске 9× 9, делая
ходы по очереди, начиная с Ани. Аня своим ходом ставит 0 в любую пустую клетку доски, а Боря
за один свой ход ставит цифру 1 в 𝑘 пустых клеток. Боря выигрывает, если после очередного его
хода все суммы чисел в каждой строке и каждом столбце оказываются нечетными. При каком
наименьшем 𝑘 у Бори есть выигрышная стратегия?

Given a positive integer 𝑘. Ann and Boris play a game on a 9 × 9 checkered board, making moves
starting with Ann. Ann puts 0 into any empty square on the board, and Boris puts 1 into 𝑘 empty
squares in one move. Boris wins if, after his move, all the sums of the numbers in each row and column
are odd. For what smallest 𝑘 does Boris have a winning strategy?

Answer: 3

Решение (RUS). Докажем, что при 𝑘 = 3 Боря выиграет. Выделим на доске три квадрата
3 × 3, идущие по диагонали. Пусть каждым своим ходом Боря ставит единицы ладейной рас-
становкой в тот квадрат 3 × 3, в который пошла Аня (т.е. Боря ставит единицы так, чтобы все
единицы стояли бы в разных строках и разных столбцах данного квадрата 3 × 3). В противном
случае Боря ставит единицы в любой квадрат 3 × 3, в котором еще нет единиц. Ясно, что Боря
выиграет через три хода (и после первого, и после второго ходов Ани у Бори получится сделать
свой ход, поскольку двумя ходами Аня не сможет занять целиком строку или столбец квадрата
3× 3).

Докажем, что при 𝑘 = 1 или 2 Боря не может выиграть. Заметим, что перед выигрывающим
ходом Бори в точности 8 строк и 8 столбцов имеют нечетные суммы, а одна строка и один столбец
– четные. Это означает, что выигрывающий ход Бори строго единственен. Поэтому в свой ход,
предшествующий выигрывающему ходу Бори, Аня поставит 0 в нужную для Бори клетку, и тогда
Боря не сможет выиграть.
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Критерии оценивания:

� приведена верная стратегия, но докаазательство отсутствует либо содержит значительные
ошибки – 1 первичный балл;

� ответ неверен, но приведена плодотворная идея построения выигрышной стратегии – 2 пер-
вичных балла;

� дан верный ответ и предложена стратегия, но не доказано ее отсутствие для 𝑘 = 1, 2, либо
наоборот: доказано, что для 𝑘 = 1, 2 стратегии нет, но не доказана стратегия для 𝑘 = 3 – 3
первичных балла;

� дан верный ответ и доказана стратегия для 𝑘 = 3, но доказательство отсутствия стратегии
для 𝑘 = 1, 2 отсутствует либо содержит ошибку – 4 первичных балла;

� полностью верное и обоснованное решение – 5 первичных баллов.

Solution (ENG). Lets prove that Boris wins if 𝑘 = 3. Lets select three 3 × 3 squares on the
board, diagonally aligned. Let Boris place «1»-s in a rook-like arrangement on each of his moves in the
3× 3 square Ann moved to (i.e., Boris places «1»-s in different rows and different columns of the 3× 3
square). Otherwise, Boris places «1»-s in any 3× 3 square that doesn’t already contain «1»-s. Clearly,
Boris will win in three moves (after both Ann’s first and second moves, Boris will be able to make his
move, since Ann can’t occupy an entire row or column of the 3× 3 square with two moves).

Lets prove that Boris cannot win if 𝑘 = 1 or 2. Note that before Boris’s winning move, exactly 8
rows and 8 columns have odd sums, and one row and one column have even sums. By that, Boris’s
winning move is strictly unique. Therefore, on her turn before Boris’s winning move, Ann will place a
0 in the cell Boris wants, and then Boris will be unable to win.

Criteria:

� a correct strategy is given, but the proof is missing or contains significant errors – 1 pre-point;

� an incorrect answer, but a fruitful idea for constructing a winning strategy is given – 2 pre-points;

� a correct answer is given and a strategy is proposed, but its absence for 𝑘 = 1, 2 is not proven,
or vice versa: it is proven that there is no strategy for 𝑘 = 1, 2, but a strategy for 𝑘 = 3 is not
proven – 3 pre-points;

� a correct answer is given and a strategy for 𝑘 = 3 is proven, but the proof of the absence of a
strategy for 𝑘 = 1, 2 is missing or contains an error – 4 pre-points;

� a completely correct and justified solution – 5 pre-points.

Task 6. В треугольнике 𝐴𝐵𝐶 выполнено 𝐴𝐶2 = 𝐴𝐵 · 𝐵𝐶, а биссектрисы 𝐴𝐾 и 𝐶𝐿 пересекают-
ся в точке 𝐼. Докажите, что площадь четырёхугольника 𝐵𝐾𝐼𝐿 равна площади треугольника 𝐴𝐼𝐶.

In a triangle 𝐴𝐵𝐶 there is 𝐴𝐶2 = 𝐴𝐵 · 𝐵𝐶, and the bisectors 𝐴𝐾 and 𝐶𝐿 intersect at point 𝐼.
Prove that the area of quadrilateral 𝐵𝐾𝐼𝐿 is equal to the area of triangle 𝐴𝐼𝐶.

Решение (RUS). Для удобства будем решать задачу «с конца», последовательно заменяя
утверждения на равносильные. Равенство указанных в условии площадей равносильно равенству
площадей треугольников 𝐴𝐶𝐿 и 𝐴𝐵𝐾. Используя свойство отношения площадей треугольников
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с общей высотой и свойство биссектрисы треугольника, получим, что от площади треугольника
𝐴𝐵𝐶 площадь треугольника 𝐴𝐶𝐿 составляет часть, равную 𝐴𝐿

𝐴𝐵
= 𝐴𝐶

𝐴𝐶+𝐶𝐵
, а площадь треугольни-

ка 𝐴𝐵𝐾 составляет часть, равную 𝐵𝐾
𝐵𝐶

= 𝐵𝐴
𝐵𝐴+𝐴𝐶

. Таким образом, требуемое равенство площадей

равносильно условию 𝐴𝐶+𝐵𝐶
𝐴𝐶

= 𝐴𝐵+𝐴𝐶
𝐴𝐵

, то есть 1 + 𝐵𝐶
𝐴𝐶

= 1 + 𝐴𝐶
𝐴𝐵

, которое, в свою очередь, равно-

сильно 𝐴𝐶 =
√
𝐴𝐵 ·𝐵𝐶, что верно по условию.

Критерии оценивания:

� использовано свойство биссектрисы, нет верного решения – 1 первичный балл;

� использовано свойство биссектрисы, найдена общая высота △𝐴𝐵𝐶 и △𝐴𝐿𝐶, нет верного
решения – 2 первичных балла;

� приведено решение для частного случая (случаев), но использовано свойство биссектрисы,
найдена общая высота △𝐴𝐵𝐶 и △𝐴𝐿𝐶 – 3 первичных балла;

� приведено решение, содержащее только незначительные ошибки в алгебраических преобра-
зованиях при верности прочих рассуждений – 4 первичных балла;

� полностью верное и обоснованное решение – 5 первичных баллов.

Solution (ENG). Lets solve the task «from the end», successively replacing the statements with
equivalent ones. The equality of the areas specified in the condition is equivalent to the equality of
the areas of triangles 𝐴𝐶𝐿 and 𝐴𝐵𝐾. Using the property of the ratio of the areas of triangles with a
common altitude and the property of the triangle bisector, we find that the area of triangle 𝐴𝐶𝐿 of the
area of triangle 𝐴𝐵𝐶 is a part equal to 𝐴𝐿

𝐴𝐵
= 𝐴𝐶

𝐴𝐶+𝐶𝐵
, and the area of triangle 𝐴𝐵𝐾 is a part equal to

𝐵𝐾
𝐵𝐶

= 𝐵𝐴
𝐵𝐴+𝐴𝐶

. Thus, the required equality of areas is equivalent to the condition 𝐴𝐶+𝐵𝐶
𝐴𝐶

= 𝐴𝐵+𝐴𝐶
𝐴𝐵

, that

is, 1 + 𝐵𝐶
𝐴𝐶

= 1 + 𝐴𝐶
𝐴𝐵

, which, in turn, is equivalent to 𝐴𝐶 =
√
𝐴𝐵 ·𝐵𝐶, which is true by condition.

Criteria:

� used the bisector property, no correct solution – 1 pre-point;

� used the bisector property, found the common height of △𝐴𝐵𝐶 and △𝐴𝐿𝐶, no correct solution
– 2 pre-points;

� provided a solution for a particular case(s), but used the bisector property, found the common
height of △𝐴𝐵𝐶 and △𝐴𝐿𝐶 – 3 pre-points;
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� provided a solution containing only minor errors in algebraic transformations while other reasoning
is correct – 4 pre-points;

� completely correct and justified solution – 5 pre-points.
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10𝑡ℎ degree

Task 1.

1. Найдите наименьшее целое 𝑡, при котором уравнение 𝑥! + 𝑦! + 𝑧! = 10𝑡 + 43 имеет хотя бы
одно решение (𝑥, 𝑦, 𝑧) для попарно различных положительных целых 𝑥, 𝑦, 𝑧.

Запись «𝑛!» обозначает факториал натурального 𝑛: 𝑛! = 1 · 2 · 3 · · ·𝑛.

Find the smallest integer 𝑡 such that the equation 𝑥! + 𝑦! + 𝑧! = 10𝑡+43 has at least one solution
(𝑥, 𝑦, 𝑧) for pairwise distinct positive integers 𝑥, 𝑦, 𝑧.

The notation «𝑛!» means the factorial of a positive integer 𝑛: 𝑛! = 1 · 2 · 3 · · ·𝑛.

Answer: 8

2. Найдите наименьшее целое 𝑡, при котором уравнение 𝑥! + 𝑦! + 𝑧! = 10𝑡 + 67 имеет хотя бы
одно решение (𝑥, 𝑦, 𝑧) для попарно различных положительных целых 𝑥, 𝑦, 𝑧.

Запись «𝑛!» обозначает факториал натурального 𝑛: 𝑛! = 1 · 2 · 3 · · ·𝑛.

Find the smallest integer 𝑡 such that the equation 𝑥! + 𝑦! + 𝑧! = 10𝑡+67 has at least one solution
(𝑥, 𝑦, 𝑧) for pairwise distinct positive integers 𝑥, 𝑦, 𝑧.

The notation «𝑛!» means the factorial of a positive integer 𝑛: 𝑛! = 1 · 2 · 3 · · ·𝑛.

Answer: −4

3. Найдите наименьшее целое 𝑡, при котором уравнение 𝑥! + 𝑦! + 𝑧! = 10𝑡 − 17 имеет хотя бы
одно решение (𝑥, 𝑦, 𝑧) для попарно различных положительных целых 𝑥, 𝑦, 𝑧.

Запись «𝑛!» обозначает факториал натурального 𝑛: 𝑛! = 1 · 2 · 3 · · ·𝑛.

Find the smallest integer 𝑡 such that the equation 𝑥! + 𝑦! + 𝑧! = 10𝑡− 17 has at least one solution
(𝑥, 𝑦, 𝑧) for pairwise distinct positive integers 𝑥, 𝑦, 𝑧.

The notation «𝑛!» means the factorial of a positive integer 𝑛: 𝑛! = 1 · 2 · 3 · · ·𝑛.

Answer: 14

4. Найдите наименьшее целое 𝑡, при котором уравнение 𝑥! + 𝑦! + 𝑧! = 10𝑡 − 33 имеет хотя бы
одно решение (𝑥, 𝑦, 𝑧) для попарно различных положительных целых 𝑥, 𝑦, 𝑧.

Запись «𝑛!» обозначает факториал натурального 𝑛: 𝑛! = 1 · 2 · 3 · · ·𝑛.

Find the smallest integer 𝑡 such that the equation 𝑥! + 𝑦! + 𝑧! = 10𝑡− 33 has at least one solution
(𝑥, 𝑦, 𝑧) for pairwise distinct positive integers 𝑥, 𝑦, 𝑧.

The notation «𝑛!» means the factorial of a positive integer 𝑛: 𝑛! = 1 · 2 · 3 · · ·𝑛.

Answer: 6
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Решение (RUS). (представлено решение варианта №1, остальные решаются аналогично)
Не ограничивая общности, будем полагать 𝑥 > 𝑦 > 𝑧. Заметим, что 𝑛! = 1 ·2 ·3 · · ·𝑛 четно при всех
𝑛 > 2, в то время как 10𝑡+43 нечетно, поэтому среди чисел 𝑥!, 𝑦!, 𝑧! либо одно, либо три являются
нечетными. Все три не могут быть нечетными, поскольку тогда 𝑥 = 𝑦 = 𝑧 = 1, что противоречит
условию, – значит, 𝑧 = 1, откуда 𝑥! + 𝑦! = 10𝑡+ 42.

Заметим, что 10𝑡+ 42 ≡ 2 (mod 10). Поскольку 𝑛! ≡ 0 (mod 10) для 𝑛 > 5, имеем 𝑦 < 5, далее
перебором (сначала для 𝑦 < 𝑥 < 5, затем для 𝑥 = 5, 𝑦 ≡ 2 (mod 10), откуда 𝑦 = 2) находим
минимальное 𝑥! + 𝑦! ≡ 2 (mod 10) – эта сумма равна 5! + 2! = 122, откуда 𝑡 = 8.

Solution (ENG). (given a solution to version 1 of the task since others are solved similarly)
Without loss of generality, we assume that 𝑥 > 𝑦 > 𝑧. Note that 𝑛! = 1 · 2 · 3 · · ·𝑛 is even for all 𝑛 > 2,
while 10𝑡 + 43 is odd. Therefore, among the numbers 𝑥!, 𝑦!, 𝑧!, either one or three are odd. All three
cannot be odd, since then 𝑥 = 𝑦 = 𝑧 = 1, which contradicts the assumption, meaning 𝑧 = 1, which
implies 𝑥! + 𝑦! = 10𝑡+ 42.

Note that 10𝑡 + 42 ≡ 2 (mod 10). Since 𝑛! ≡ 0 (mod 10) for 𝑛 > 5, we have 𝑦 < 5, then by
enumeration (first for 𝑦 < 𝑥 < 5, then for 𝑥 = 5, 𝑦 ≡ 2 (mod 10), whence 𝑦 = 2) we find the minimum
𝑥! + 𝑦! ≡ 2 (mod 10) – this sum is equal to 5! + 2! = 122, thus 𝑡 = 8.

Task 2.

1. Найдите наименьшее возможное число рукопожатий между 30 людьми, если среди любых
трех из них найдутся двое, пожавших друг другу руки.

Find the smallest possible number of handshakes between 30 people if among any three of them
there are two who’ve shook hands.

Answer: 210

2. Найдите наименьшее возможное число рукопожатий между 36 людьми, если среди любых
трех из них найдутся двое, пожавших друг другу руки.

Find the smallest possible number of handshakes between 36 people if among any three of them
there are two who’ve shook hands.

Answer: 306

3. Найдите наименьшее возможное число рукопожатий между 24 людьми, если среди любых
трех из них найдутся двое, пожавших друг другу руки.

Find the smallest possible number of handshakes between 24 people if among any three of them
there are two who’ve shook hands.

Answer: 132

4. Найдите наименьшее возможное число рукопожатий между 40 людьми, если среди любых
трех из них найдутся двое, пожавших друг другу руки.
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Find the smallest possible number of handshakes between 40 people if among any three of them
there are two who’ve shook hands.

Answer: 380

Решение (RUS). (представлено решение варианта №1, остальные решаются аналогично)
Выберем человека (пусть его зовут 𝐴), сделавшего наименьшее число (𝑘) рукопожатий. Тогда все
остальные 29 человек, кроме 𝐴, можно разбить на 2 группы: в первой группе будут 𝑘 людей,
которые пожали руку 𝐴 (каждый из них сделал не менее 𝑘 рукопожатий), а во второй – 29 − 𝑘
людей, кому 𝐴 не пожал руку. Согласно условию, все люди из второй группы должны пожать
руки друг другу (1

2
(29−𝑘)(28−𝑘) рукопожатий), иначе двое не пожавших друг другу руки вместе

с 𝐴 образуют тройку людей без рукопожатий, что исключено условием задачи. Итак, общее число
рукопожатий не меньше чем

1

2

(︀
𝑘 + 𝑘2 + (29− 𝑘)(28− 𝑘)

)︀
= 𝑘2 − 28𝑘 + 406 = (𝑘 − 14)2 + 210 > 210

Равенство достигается, если разбить все 30 человек на две равные группы, в каждой из которых
все пожмут друг другу руки, при этом между группами рукопожатий не будет.

Solution (ENG). (given a solution to version 1 of the task since others are solved similarly)
Lets choose a person (let’s call him 𝐴) who has shaken hands the fewest (𝑘) times. Then all the remaining
29 people, except 𝐴, can be divided into two groups: the first group will contain 𝑘 people who shook
hands with 𝐴 (each of them made at least 𝑘 handshakes), and the second group will contain 29 − 𝑘
people whom 𝐴 did not shake hands with. According to the problem, all people in the second group
must shake hands with each other (1

2
(29−𝑘)(28−𝑘) handshakes), otherwise the two who did not shake

hands, together with 𝐴, form a trio of people without handshakes, which is excluded by the problem.
So, the total number of handshakes is no less than

1

2

(︀
𝑘 + 𝑘2 + (29− 𝑘)(28− 𝑘)

)︀
= 𝑘2 − 28𝑘 + 406 = (𝑘 − 14)2 + 210 > 210

Equality is achieved by dividing all 30 people into two equal groups, with everyone in each group shaking
hands, and no handshakes between the groups.

Task 3.

1. Для неотрицательных 𝑎, 𝑏, 𝑐 выполнено 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎 = 16 и 𝑎 > 3. Найдите наименьшее воз-
можное значение выражения 2𝑎+ 𝑏+ 𝑐.

For non-negative 𝑎, 𝑏, 𝑐 it is known that 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎 = 16 and 𝑎 > 3. Find the smallest possible
value of 2𝑎+ 𝑏+ 𝑐.

Answer: 10

2. Для неотрицательных 𝑎, 𝑏, 𝑐 выполнено 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎 = 144 и 𝑎 > 5. Найдите наименьшее
возможное значение выражения 2𝑎+ 𝑏+ 𝑐.

For non-negative 𝑎, 𝑏, 𝑐 it is known that 𝑎𝑏+ 𝑏𝑐+ 𝑐𝑎 = 144 and 𝑎 > 5. Find the smallest possible
value of 2𝑎+ 𝑏+ 𝑐.
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Answer: 26

3. Для неотрицательных 𝑎, 𝑏, 𝑐 выполнено 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎 = 48 и 𝑎 > 4. Найдите наименьшее воз-
можное значение выражения 2𝑎+ 𝑏+ 𝑐.

For non-negative 𝑎, 𝑏, 𝑐 it is known that 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎 = 48 and 𝑎 > 4. Find the smallest possible
value of 2𝑎+ 𝑏+ 𝑐.

Answer: 16

4. Для неотрицательных 𝑎, 𝑏, 𝑐 выполнено 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎 = 24 и 𝑎 > 5. Найдите наименьшее воз-
можное значение выражения 2𝑎+ 𝑏+ 𝑐.

For non-negative 𝑎, 𝑏, 𝑐 it is known that 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎 = 24 and 𝑎 > 5. Find the smallest possible
value of 2𝑎+ 𝑏+ 𝑐.

Answer: 14

Решение (RUS). (представлено решение варианта №1, остальные решаются аналогично)
Пусть 𝑥 = 𝑏 + 𝑐. Тогда по неравенству о средних 𝑏𝑐 6 1

4
𝑥2. Значит, 16 = 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎 = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑐 6

𝑎𝑥 + 1
4
𝑥2, откуда 𝑥2 + 4𝑎𝑥− 64 > 0. Рассмотрим это неравенство как квадратное относительно 𝑥.

Множество его решений – это два луча, один из которых целиком лежит на отрицательной полу-
оси 𝑂𝑥 (поскольку, согласно теореме Виета, произведение корней нашего квадратного трехчлена
отрицательно), а потому его можно не рассматривать. По формуле корней квадратного уравнения
получаем 𝑥 > −2𝑎+2

√
𝑎2 + 16. Учитывая 𝑥 = 𝑏+𝑐, имеем 2𝑎+𝑏+𝑐 > 2

√
𝑎2 + 16 > 2

√
32 + 16 = 10.

Равенство достигается при 𝑎 = 3, 𝑏 = 𝑐 = 2.

Solution (ENG). (given a solution to version 1 of the task since others are solved similarly)
Let 𝑥 = 𝑏+ 𝑐. Then, by the mean inequality, 𝑏𝑐 6 1

4
𝑥2. This means that 16 = 𝑎𝑏+ 𝑏𝑐+ 𝑐𝑎 = 𝑎𝑥+ 𝑏𝑐 6

𝑎𝑥 + 1
4
𝑥2, whence 𝑥2 + 4𝑎𝑥 − 64 > 0. We consider this as inequality with respect to 𝑥. The set of

its solutions is two rays, one of which lies entirely on the negative semi-axis 𝑂𝑥 (since, according to
Vieta’s theorem, the product of the roots of our square trinomial is negative), and therefore it can be
ignored. By the formula for the roots of a quadratic equation, we obtain 𝑥 > −2𝑎 + 2

√
𝑎2 + 16. Given

𝑥 = 𝑏+𝑐, we have 2𝑎+𝑏+𝑐 > 2
√
𝑎2 + 16 > 2

√
32 + 16 = 10. Equality is achieved when 𝑎 = 3, 𝑏 = 𝑐 = 2.

Task 4.

1. Сколько существует различных (не равных друг другу) треугольников, вершины каждого
из которых совпадают с вершинами некоторого правильного 59-угольника?

How many different (not equal to each other) triangles are there, if the vertices of each of them
coincide with vertices of some regular 59-gon?

Answer: 290
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2. Сколько существует различных (не равных друг другу) треугольников, вершины каждого
из которых совпадают с вершинами некоторого правильного 47-угольника?

How many different (not equal to each other) triangles are there, if the vertices of each of them
coincide with vertices of some regular 47-gon?

Answer: 184

3. Сколько существует различных (не равных друг другу) треугольников, вершины каждого
из которых совпадают с вершинами некоторого правильного 73-угольника?

How many different (not equal to each other) triangles are there, if the vertices of each of them
coincide with vertices of some regular 73-gon?

Answer: 444

4. Сколько существует различных (не равных друг другу) треугольников, вершины каждого
из которых совпадают с вершинами некоторого правильного 65-угольника?

How many different (not equal to each other) triangles are there, if the vertices of each of them
coincide with vertices of some regular 65-gon?

Answer: 352

Решение (RUS). (представлено решение варианта №1, остальные решаются аналогично)
Пусть всего существует 𝑁 различных треугольников с вершинами в вершинах правильного 59-
угольника, причём из них 𝑁1 правильных, 𝑁2 равнобедренных (но не равносторонних) и 𝑁3 нерав-
нобедренных. Каждый правильный треугольник равен одному треугольнику с фиксированной
вершиной 𝐴, равнобедренный (но не правильный) – трём треугольникам с вершиной 𝐴, а нерав-
нобедренный – шести.

Всего имеется 1
2
(59− 1)(59− 2) = 1653 треугольников с вершиной 𝐴, откуда 𝑁1 + 3𝑁2 + 6𝑁3 =

1653. Ясно, что 𝑁1 = 0 (т.к. 59 не кратно 3) и 𝑁2 =
1
2
(59− 1) = 29, откуда

0 + 3 · 29 + 6 ·𝑁3 = 1653 =⇒ 𝑁3 = 261

Наконец, 𝑁 = 𝑁1 +𝑁2 +𝑁3 = 0 + 29 + 261 = 290.

Solution (ENG). (given a solution to version 1 of the task since others are solved similarly)
Let there be a total of𝑁 different triangles with vertices at the vertices of a regular 59-gon, of which 𝑁1

are equilateral, 𝑁2 are isosceles (but not equilateral), and 𝑁3 are scalene. Each equilateral triangle is
equal to one triangle with a fixed vertex 𝐴, an isosceles (but not equilateral) triangle is equal to three
triangles with vertex 𝐴, and a scalene triangle is equal to six ones.

There are a total of 1
2
(59−1)(59−2) = 1653 triangles with vertex 𝐴, hence 𝑁1+3𝑁2+6𝑁3 = 1653.

It is clear that 𝑁1 = 0 (since 59 is not a multiple of 3) and 𝑁2 =
1
2
(59− 1) = 29, whence

0 + 3 · 29 + 6 ·𝑁3 = 1653 =⇒ 𝑁3 = 261

Finally, 𝑁 = 𝑁1 +𝑁2 +𝑁3 = 0 + 29 + 261 = 290.
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Task 5. Дана квадратная таблица 𝑛 × 𝑛 (𝑛 > 3), все клетки которого изначально белые. Разре-
шается поменять цвет клетки (с белого на черный и с черного на белый) в фигуре в форме буквы
«T» (см. рисунок), которая может быть повернута на 90∘, 180∘ или 270∘. Докажите, что таблицу
можно перекрасить так, чтобы все клетки стали черными, тогда и только тогда, когда 𝑛 делится
или на 2, или на 3.

Given a square grid 𝑛 × 𝑛 (𝑛 > 3), all its cells are initially white. It is allowed to change the color
of cells (from white to black and from black to white) that are forming a T-shaped figure (see picture
above) which can be rotated by either 90∘, 180∘ or 270∘. Prove that the grid can be recolored so that
all its cells become black if and only if 𝑛 is divisible either by 2 or 3.

Решение (RUS). Пусть 𝑛 не делится ни на 2, ни на 3. Пронумеруем столбцы числами
0, 1, 2, 0, 1, 2, . . .. Обозначим через 𝑎𝑖 (𝑖 = 0, 1, 2) количество черных клеток в столбцах с номером
𝑖. Заметим, что каждое перекрашивание меняет четность чисел 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2. При этом, поскольку в
начале 𝑎0 = 𝑎1 = 𝑎2 = 0, четности всех чисел 𝑎𝑖 в каждый момент времени одинаковы – значит, в
каждый момент времени числа 𝑎0 и 𝑎2 имеют одинаковую четность.

Предположим, что мы смогли перекрасить всю табличку, и посмотрим на четности чисел 𝑎0 и
𝑎2. Поскольку 𝑛 не делится на 3, в таблице столбцов с номером 0 на один больше, чем столбцов
с номером 2, а значит, в конечный момент времени количество клеток в столбцах с номером 0 на
𝑛 больше, чем количество клеток в столбцах с номером 2, т.е. 𝑎0 − 𝑎2 = 𝑛. Но 𝑛 нечетно, поэтому
числа 𝑎0 и 𝑎2 должны быть разной четности – противоречие. Таким образом, перекрасить всю
таблицу в черный цвет невозможно.

Докажем, что если 𝑛 делится на 2 или на 3, то покраска возможна.
Если 𝑛 делится на 2, можно действовать так (𝑛 > 4, поэтому на доске хватит места для

совершения указанных операций):

Таким образом, закрашивая последовательно квадраты 2× 2, мы в конечном счете закрасим весь
квадрат 𝑛× 𝑛.

Если 𝑛 делится на 3, разобьем таблицу на квадраты 3×3 и будем перекрашивать их следующим
образом:

Критерии оценивания:

� доказано, что требуемое не выполняется для 𝑛 = 3: +1 первичный балл;
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� доказано, что треубемое не выполняется для 𝑛, не кратных 2 или 3: +2 первичных балла;

� показано, как перекрасить таблицу для четного 𝑛: +1 первичный балл;

� показано, как перекрасить таблицу для 𝑛, кратного 3: +1 первичный балл.

Solution (ENG). Let 𝑛 be divisible by neither 2 nor 3. Let’s number the columns with the
numbers 0, 1, 2, 0, 1, 2, . . .. Let 𝑎𝑖 (𝑖 = 0, 1, 2) denote the number of black cells in the column numbered 𝑖.
Note that each recoloring changes the parity of the numbers 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2. Moreover, since 𝑎0 = 𝑎1 = 𝑎2 = 0
at the beginning, the parities of all the numbers 𝑎𝑖 are the same at each moment in time – this means
that at each moment in time, the numbers 𝑎0 and 𝑎2 have the same parity.

Assume that we were able to recolor the entire grid, let’s look at the parities of the numbers 𝑎0
and 𝑎2. Since 𝑛 is not divisible by 3, the grid has one more 0-numbered columns than 2-numbered
columns, meaning that at the final moment, the number of cells in 0-numbered columns is 𝑛 greater
than the number of cells in 2-numbered columns, i.e. 𝑎0 − 𝑎2 = 𝑛. But 𝑛 is odd, so 𝑎0 and 𝑎2 must
be of different parities – that’s a contradiction. Thus, it is impossible to recolor the entire grid into black.

Now lets prove that the grid can be recolored if 𝑛 is divisible either by 2 or 3.
If 𝑛 is divisible by 2, we can proceed as follows (𝑛 > 4, so there is enough space on the grid to

perform the above operations):

Thus, by successively painting squares 2× 2, we will eventually paint the entire square 𝑛× 𝑛.
If 𝑛 is divisible by 3, we will split the grid into squares 3× 3 and repaint them as follows:

Criteria:

� it is proven that the requirement does not hold for 𝑛 = 3: +1 pre-point;

� it is proven that the requirement does not hold for 𝑛 that are not multiples of 2 or 3: +2 pre-points;

� it is shown how to recolor the table for even 𝑛: +1 pre-point;

� it is shown how to recolor the table for 𝑛 being a multiple of 3: +1 pre-point.

Task 6. На медиане 𝐵𝑀 треугольника 𝐴𝐵𝐶 нашлась такая точка 𝐾, что 𝐴𝐾 = 𝐵𝐾 = 𝐵𝐶. Также
известно, что ∠𝐵𝑀𝐶 = 45∘. Докажите, что точка 𝐾 лежит на биссектрисе угла 𝐵𝐴𝐶.

On the median 𝐵𝑀 of triangle 𝐴𝐵𝐶 there is a point 𝐾 such that 𝐴𝐾 = 𝐵𝐾 = 𝐵𝐶. It is also
known that ∠𝐵𝑀𝐶 = 45∘. Prove that point 𝐾 lies on the bisector of angle 𝐵𝐴𝐶.
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Решение (RUS). Треугольник 𝐴𝐵𝐾 равнобедренный, пусть ∠𝐵𝐴𝐾 = ∠𝐴𝐵𝐾 = 𝛼. Постро-
им точку 𝐵′, симметричную 𝐵 относительно точки𝑀 , и точку 𝐾 ′, симметричную 𝐾 относительно
прямой 𝐴𝐵. Так как диагонали четырёхугольника 𝐴𝐵𝐶𝐵′ точкой пересечения делятся пополам
(𝐴𝑀 = 𝐶𝑀 по условию и 𝐵𝑀 = 𝐵′𝑀 по построению), он является параллелограммом. Следова-
тельно, 𝐴𝐾 = 𝐵𝐶 = 𝐴𝐵′, откуда ∠𝐾𝐵𝐶 = ∠𝐾𝐵′𝐴 = ∠𝐵′𝐾𝐴 = ∠𝐵𝐴𝐾 + ∠𝐴𝐵𝐾 = 2𝛼.
Следовательно, ∠𝐾𝐵𝐾 ′ = 2∠𝐾𝐵𝐴 = 2𝛼 = ∠𝐾𝐵𝐶. Учитывая 𝐵𝐾 ′ = 𝐵𝐾 = 𝐵𝐶, получа-
ем, что точки 𝐶 и 𝐾 ′ симметричны относительно 𝐾𝐵, то есть 𝐵𝐶𝑀𝐾 ′ – дельтоид. Но тогда
∠𝐾 ′𝑀𝐶 = ∠𝐾𝑀𝐾 ′ + ∠𝐾𝑀𝐶 = 2∠𝐵𝑀𝐶 = 2 · 45∘ = 90∘, то есть 𝑀𝐾 ′ – серединный перпендику-
ляр к 𝐴𝐶, т.е. 𝐴𝐾 ′ = 𝐶𝐾 ′. Значит, 𝐵𝐾 ′ = 𝐵𝐾 = 𝐵𝐶 = 𝐴𝐾 = 𝐴𝐾 ′ = 𝐶𝐾 ′, то есть треугольник
𝐵𝐶𝐾 ′ – равносторонний. Значит, ∠𝐶𝐵𝐾 ′ = 2∠𝐶𝐵𝐾 = 2 · 2𝛼 = 4𝛼 = 60∘, откуда 𝛼 = 15∘.
Тогда ∠𝐶𝐴𝐾 = ∠𝑀𝐴𝐾 = ∠𝐾𝑀𝐶 − ∠𝐴𝐾𝑀 = 45∘ − 2𝛼 = 15∘ и ∠𝐵𝐴𝐾 = 𝛼 = 15∘, то есть
∠𝐵𝐴𝐾 = ∠𝐶𝐴𝐾, что и требовалось доказать.

Комментарий. Другое решение можно получить, продлив 𝐶𝐾 до пересечения с 𝐴𝐵 в точке
𝐷 и применив теоремы синусов для пар треугольников 𝐴𝐾𝑀,𝑀𝐵𝐶 и 𝐴𝐷𝐾,𝐷𝐶𝐵, что позволит
доказать равенства ∠𝐷𝐴𝐶 = ∠𝐷𝐶𝐴 и ∠𝐴𝐾𝐷 = ∠𝐷𝐵𝐶 = 3𝛼, откуда будет следовать требуемое.
В этом решении величина угла 𝛼 не находится, однако, в задаче это и не требуется. Также воз-
можны решения с применением обратного хода.

Критерии оценивания:

� есть значимое продвижения в решении – 2 первичных балла;

� доказательство содержит только незначительную ошибку – 4 первичных балла;

� полностью верное доказательство – 5 первичных баллов.

Solution (ENG). Triangle 𝐴𝐵𝐾 is isosceles, let ∠𝐵𝐴𝐾 = ∠𝐴𝐵𝐾 = 𝛼. We construct a point
𝐵′ symmetrical to 𝐵 with respect to point 𝑀 , and a point 𝐾 ′ symmetrical to 𝐾 with respect to line
𝐴𝐵. Since the diagonals of quadrilateral 𝐴𝐵𝐶𝐵′ are bisected by their intersection point (𝐴𝑀 = 𝐶𝑀
by assumption and 𝐵𝑀 = 𝐵′𝑀 by construction), it is a parallelogram. Therefore, 𝐴𝐾 = 𝐵𝐶 = 𝐴𝐵′,
whence ∠𝐾𝐵𝐶 = ∠𝐾𝐵′𝐴 = ∠𝐵′𝐾𝐴 = ∠𝐵𝐴𝐾 + ∠𝐴𝐵𝐾 = 2𝛼.
Therefore, ∠𝐾𝐵𝐾 ′ = 2∠𝐾𝐵𝐴 = 2𝛼 = ∠𝐾𝐵𝐶. Taking into account 𝐵𝐾 ′ = 𝐵𝐾 = 𝐵𝐶, we obtain
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that points 𝐶 and 𝐾 ′ are symmetrical with respect to 𝐾𝐵, that is, 𝐵𝐶𝑀𝐾 ′ is a deltoid. But then
∠𝐾 ′𝑀𝐶 = ∠𝐾𝑀𝐾 ′ + ∠𝐾𝑀𝐶 = 2∠𝐵𝑀𝐶 = 2 · 45∘ = 90∘, that is, 𝑀𝐾 ′ is the perpendicular
bisector to 𝐴𝐶, that is, 𝐴𝐾 ′ = 𝐶𝐾 ′. Hence, 𝐵𝐾 ′ = 𝐵𝐾 = 𝐵𝐶 = 𝐴𝐾 = 𝐴𝐾 ′ = 𝐶𝐾 ′, that is,
triangle 𝐵𝐶𝐾 ′ is equilateral. Therefore, ∠𝐶𝐵𝐾 ′ = 2∠𝐶𝐵𝐾 = 2 · 2𝛼 = 4𝛼 = 60∘, whence 𝛼 = 15∘.
Then ∠𝐶𝐴𝐾 = ∠𝑀𝐴𝐾 = ∠𝐾𝑀𝐶 − ∠𝐴𝐾𝑀 = 45∘ − 2𝛼 = 15∘ and ∠𝐵𝐴𝐾 = 𝛼 = 15∘, that is,
∠𝐵𝐴𝐾 = ∠𝐶𝐴𝐾, which was to be proven.

Comment. Another solution can be obtained by extending 𝐶𝐾 to its intersection with 𝐴𝐵 at point
𝐷 and applying the sine theorem for pairs of triangles 𝐴𝐾𝑀,𝑀𝐵𝐶 and 𝐴𝐷𝐾,𝐷𝐶𝐵, which will allow
us to prove the equalities ∠𝐷𝐴𝐶 = ∠𝐷𝐶𝐴 and ∠𝐴𝐾𝐷 = ∠𝐷𝐵𝐶 = 3𝛼, which will yield the desired
result. The value of angle 𝛼 is not found in this solution, but this is not required in the problem.
Solutions using the backward step are also possible.

Criteria:

� there is significant progress in the solution – 2 pre-points;

� the proof contains only a minor error – 4 pre-points;

� a completely correct proof – 5 pre-points.



Innopolis Open 2025/26 in Mathematics 2𝑛𝑑 qualifying round

11-12𝑡ℎ degree

Task 1.

1. Найдите наименьшее целое 𝑡, при котором уравнение 𝑥! + 𝑦! + 𝑧! = 10𝑡 + 43 имеет хотя бы
одно решение (𝑥, 𝑦, 𝑧) для попарно различных положительных целых 𝑥, 𝑦, 𝑧.

Запись «𝑛!» обозначает факториал натурального 𝑛: 𝑛! = 1 · 2 · 3 · · ·𝑛.

Find the smallest integer 𝑡 such that the equation 𝑥! + 𝑦! + 𝑧! = 10𝑡+43 has at least one solution
(𝑥, 𝑦, 𝑧) for pairwise distinct positive integers 𝑥, 𝑦, 𝑧.

The notation «𝑛!» means the factorial of a positive integer 𝑛: 𝑛! = 1 · 2 · 3 · · ·𝑛.

Answer: 8

2. Найдите наименьшее целое 𝑡, при котором уравнение 𝑥! + 𝑦! + 𝑧! = 10𝑡 + 67 имеет хотя бы
одно решение (𝑥, 𝑦, 𝑧) для попарно различных положительных целых 𝑥, 𝑦, 𝑧.

Запись «𝑛!» обозначает факториал натурального 𝑛: 𝑛! = 1 · 2 · 3 · · ·𝑛.

Find the smallest integer 𝑡 such that the equation 𝑥! + 𝑦! + 𝑧! = 10𝑡+67 has at least one solution
(𝑥, 𝑦, 𝑧) for pairwise distinct positive integers 𝑥, 𝑦, 𝑧.

The notation «𝑛!» means the factorial of a positive integer 𝑛: 𝑛! = 1 · 2 · 3 · · ·𝑛.

Answer: −4

3. Найдите наименьшее целое 𝑡, при котором уравнение 𝑥! + 𝑦! + 𝑧! = 10𝑡 − 17 имеет хотя бы
одно решение (𝑥, 𝑦, 𝑧) для попарно различных положительных целых 𝑥, 𝑦, 𝑧.

Запись «𝑛!» обозначает факториал натурального 𝑛: 𝑛! = 1 · 2 · 3 · · ·𝑛.

Find the smallest integer 𝑡 such that the equation 𝑥! + 𝑦! + 𝑧! = 10𝑡− 17 has at least one solution
(𝑥, 𝑦, 𝑧) for pairwise distinct positive integers 𝑥, 𝑦, 𝑧.

The notation «𝑛!» means the factorial of a positive integer 𝑛: 𝑛! = 1 · 2 · 3 · · ·𝑛.

Answer: 14

4. Найдите наименьшее целое 𝑡, при котором уравнение 𝑥! + 𝑦! + 𝑧! = 10𝑡 − 33 имеет хотя бы
одно решение (𝑥, 𝑦, 𝑧) для попарно различных положительных целых 𝑥, 𝑦, 𝑧.

Запись «𝑛!» обозначает факториал натурального 𝑛: 𝑛! = 1 · 2 · 3 · · ·𝑛.

Find the smallest integer 𝑡 such that the equation 𝑥! + 𝑦! + 𝑧! = 10𝑡− 33 has at least one solution
(𝑥, 𝑦, 𝑧) for pairwise distinct positive integers 𝑥, 𝑦, 𝑧.

The notation «𝑛!» means the factorial of a positive integer 𝑛: 𝑛! = 1 · 2 · 3 · · ·𝑛.

Answer: 6
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Решение (RUS). (представлено решение варианта №1, остальные решаются аналогично)
Не ограничивая общности, будем полагать 𝑥 > 𝑦 > 𝑧. Заметим, что 𝑛! = 1 ·2 ·3 · · ·𝑛 четно при всех
𝑛 > 2, в то время как 10𝑡+43 нечетно, поэтому среди чисел 𝑥!, 𝑦!, 𝑧! либо одно, либо три являются
нечетными. Все три не могут быть нечетными, поскольку тогда 𝑥 = 𝑦 = 𝑧 = 1, что противоречит
условию, – значит, 𝑧 = 1, откуда 𝑥! + 𝑦! = 10𝑡+ 42.

Заметим, что 10𝑡+ 42 ≡ 2 (mod 10). Поскольку 𝑛! ≡ 0 (mod 10) для 𝑛 > 5, имеем 𝑦 < 5, далее
перебором (сначала для 𝑦 < 𝑥 < 5, затем для 𝑥 = 5, 𝑦 ≡ 2 (mod 10), откуда 𝑦 = 2) находим
минимальное 𝑥! + 𝑦! ≡ 2 (mod 10) – эта сумма равна 5! + 2! = 122, откуда 𝑡 = 8.

Solution (ENG). (given a solution to version 1 of the task since others are solved similarly)
Without loss of generality, we assume that 𝑥 > 𝑦 > 𝑧. Note that 𝑛! = 1 · 2 · 3 · · ·𝑛 is even for all 𝑛 > 2,
while 10𝑡 + 43 is odd. Therefore, among the numbers 𝑥!, 𝑦!, 𝑧!, either one or three are odd. All three
cannot be odd, since then 𝑥 = 𝑦 = 𝑧 = 1, which contradicts the assumption, meaning 𝑧 = 1, which
implies 𝑥! + 𝑦! = 10𝑡+ 42.

Note that 10𝑡 + 42 ≡ 2 (mod 10). Since 𝑛! ≡ 0 (mod 10) for 𝑛 > 5, we have 𝑦 < 5, then by
enumeration (first for 𝑦 < 𝑥 < 5, then for 𝑥 = 5, 𝑦 ≡ 2 (mod 10), whence 𝑦 = 2) we find the minimum
𝑥! + 𝑦! ≡ 2 (mod 10) – this sum is equal to 5! + 2! = 122, thus 𝑡 = 8.

Task 2.

1. Для неотрицательных 𝑎, 𝑏, 𝑐 выполнено 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎 = 16 и 𝑎 > 3. Найдите наименьшее воз-
можное значение выражения 2𝑎+ 𝑏+ 𝑐.

For non-negative 𝑎, 𝑏, 𝑐 it is known that 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎 = 16 and 𝑎 > 3. Find the smallest possible
value of 2𝑎+ 𝑏+ 𝑐.

Answer: 10

2. Для неотрицательных 𝑎, 𝑏, 𝑐 выполнено 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎 = 144 и 𝑎 > 5. Найдите наименьшее
возможное значение выражения 2𝑎+ 𝑏+ 𝑐.

For non-negative 𝑎, 𝑏, 𝑐 it is known that 𝑎𝑏+ 𝑏𝑐+ 𝑐𝑎 = 144 and 𝑎 > 5. Find the smallest possible
value of 2𝑎+ 𝑏+ 𝑐.

Answer: 26

3. Для неотрицательных 𝑎, 𝑏, 𝑐 выполнено 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎 = 48 и 𝑎 > 4. Найдите наименьшее воз-
можное значение выражения 2𝑎+ 𝑏+ 𝑐.

For non-negative 𝑎, 𝑏, 𝑐 it is known that 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎 = 48 and 𝑎 > 4. Find the smallest possible
value of 2𝑎+ 𝑏+ 𝑐.

Answer: 16

4. Для неотрицательных 𝑎, 𝑏, 𝑐 выполнено 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎 = 24 и 𝑎 > 5. Найдите наименьшее воз-
можное значение выражения 2𝑎+ 𝑏+ 𝑐.
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For non-negative 𝑎, 𝑏, 𝑐 it is known that 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎 = 24 and 𝑎 > 5. Find the smallest possible
value of 2𝑎+ 𝑏+ 𝑐.

Answer: 14

Решение (RUS). (представлено решение варианта №1, остальные решаются аналогично)
Пусть 𝑥 = 𝑏 + 𝑐. Тогда по неравенству о средних 𝑏𝑐 6 1

4
𝑥2. Значит, 16 = 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎 = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑐 6

𝑎𝑥 + 1
4
𝑥2, откуда 𝑥2 + 4𝑎𝑥− 64 > 0. Рассмотрим это неравенство как квадратное относительно 𝑥.

Множество его решений – это два луча, один из которых целиком лежит на отрицательной полу-
оси 𝑂𝑥 (поскольку, согласно теореме Виета, произведение корней нашего квадратного трехчлена
отрицательно), а потому его можно не рассматривать. По формуле корней квадратного уравнения
получаем 𝑥 > −2𝑎+2

√
𝑎2 + 16. Учитывая 𝑥 = 𝑏+𝑐, имеем 2𝑎+𝑏+𝑐 > 2

√
𝑎2 + 16 > 2

√
32 + 16 = 10.

Равенство достигается при 𝑎 = 3, 𝑏 = 𝑐 = 2.

Solution (ENG). (given a solution to version 1 of the task since others are solved similarly)
Let 𝑥 = 𝑏+ 𝑐. Then, by the mean inequality, 𝑏𝑐 6 1

4
𝑥2. This means that 16 = 𝑎𝑏+ 𝑏𝑐+ 𝑐𝑎 = 𝑎𝑥+ 𝑏𝑐 6

𝑎𝑥 + 1
4
𝑥2, whence 𝑥2 + 4𝑎𝑥 − 64 > 0. We consider this as inequality with respect to 𝑥. The set of

its solutions is two rays, one of which lies entirely on the negative semi-axis 𝑂𝑥 (since, according to
Vieta’s theorem, the product of the roots of our square trinomial is negative), and therefore it can be
ignored. By the formula for the roots of a quadratic equation, we obtain 𝑥 > −2𝑎 + 2

√
𝑎2 + 16. Given

𝑥 = 𝑏+𝑐, we have 2𝑎+𝑏+𝑐 > 2
√
𝑎2 + 16 > 2

√
32 + 16 = 10. Equality is achieved when 𝑎 = 3, 𝑏 = 𝑐 = 2.

Task 3.

1. Многочлен 23-й степени имеет 23 различных действительных корня. Каково наименьшее
возможное количество его ненулевых коэффициентов?

A polynomial of degree 23 has 23 distinct real roots. What is the smallest possible number of its
non-zero coefficients?

Answer: 12

2. Многочлен 33-й степени имеет 33 различных действительных корня. Каково наименьшее
возможное количество его ненулевых коэффициентов?

A polynomial of degree 33 has 33 distinct real roots. What is the smallest possible number of its
non-zero coefficients?

Answer: 17

3. Многочлен 59-й степени имеет 59 различных действительных корней. Каково наименьшее
возможное количество его ненулевых коэффициентов?

A polynomial of degree 59 has 59 distinct real roots. What is the smallest possible number of its
non-zero coefficients?
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Answer: 30

4. Многочлен 47-й степени имеет 47 различных действительных корней. Каково наименьшее
возможное количество его ненулевых коэффициентов?

A polynomial of degree 47 has 47 distinct real roots. What is the smallest possible number of its
non-zero coefficients?

Answer: 24

Решение (RUS). (представлено решение варианта №1, остальные решаются аналогично)
Пусть 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥23 – корни искомого многочлена 𝑃 (𝑥) 23-й степени. Корни 𝑃 ′(𝑥) лежат на интер-
валах (𝑥1, 𝑥2), (𝑥2, 𝑥3), ..., (𝑥22, 𝑥23), т.е. между корнями исходного – значит, все корни 𝑃 ′(𝑥) также
различны. Продолжая, получим, что 𝑃 (𝑘)(𝑥) (𝑘-я производная 𝑃 (𝑥); 1 6 𝑘 6 𝑛) имеет 23 − 𝑘
различных действительных корней.

Пусть у многочлена 𝑃 (𝑥) равны нулю коэффициенты при 𝑥𝑘+1 и при 𝑥𝑘 для некоторого 𝑘 < 22,
тогда 𝑃 (𝑘)(𝑥) имеет нулевой коэффициент при 𝑥 и нулевой свободный член, т.е. имеет корень
0 кратности > 2, что противоречит вышесказанному – значит, из любых двух подряд идущих
коэффициентов многочлена 𝑃 (𝑥) хотя бы один не равен нулю. Также, согласно условию, не равен
нулю его коэффициент при 𝑥23. Следовательно, не менее 12 коэффициентов не равны нулю.

Условию удовлетворяет многочлен 𝑃 (𝑥) = 𝑥(𝑥2 − 1)(𝑥2 − 2)(𝑥2 − 3) · · · · · (𝑥2 − 11), имеющий
ненулевые коэффициенты только при нечетных степенях 𝑥, а таких ровно 12.

Solution (ENG). (given a solution to version 1 of the task since others are solved similarly)
Let 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥23 be the roots of the desired polynomial 𝑃 (𝑥) of degree 23. The roots of 𝑃 ′(𝑥) lie on
the intervals (𝑥1, 𝑥2), (𝑥2, 𝑥3), ..., (𝑥22, 𝑥23), i.e. between the roots of the original one. Therefore, all the
roots of 𝑃 ′(𝑥) are also distinct. Continuing, we find that 𝑃 (𝑘)(𝑥) (the 𝑘-th derivative of 𝑃 (𝑥); 1 6 𝑘 6 𝑛)
has 23− 𝑘 distinct real roots.

Let 𝑃 (𝑥) have zero coefficients at 𝑥𝑘+1 and 𝑥𝑘 for some 𝑘 < 22. Then 𝑃 (𝑘)(𝑥) has a zero coefficient
at 𝑥 and a zero constant term, i.e., it has a root 0 of multiplicity > 2, which contradicts the above –
meaning that of any two consecutive coefficients of 𝑃 (𝑥), at least one is non-zero. Also, according to
the condition, its coefficient at 𝑥23 is non-zero. Therefore, at least 12 coefficients are non-zero.

The condition is satisfied by the polynomial 𝑃 (𝑥) = 𝑥(𝑥2 − 1)(𝑥2 − 2)(𝑥2 − 3) · · · · · (𝑥2 − 11), which
has non-zero coefficients only for odd powers of 𝑥, and there are exactly 12 of them.

Task 4.

1. Сколько существует различных (не равных друг другу) треугольников, вершины каждого
из которых совпадают с вершинами некоторого правильного 59-угольника?

How many different (not equal to each other) triangles are there, if the vertices of each of them
coincide with vertices of some regular 59-gon?

Answer: 290

2. Сколько существует различных (не равных друг другу) треугольников, вершины каждого
из которых совпадают с вершинами некоторого правильного 47-угольника?
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How many different (not equal to each other) triangles are there, if the vertices of each of them
coincide with vertices of some regular 47-gon?

Answer: 184

3. Сколько существует различных (не равных друг другу) треугольников, вершины каждого
из которых совпадают с вершинами некоторого правильного 73-угольника?

How many different (not equal to each other) triangles are there, if the vertices of each of them
coincide with vertices of some regular 73-gon?

Answer: 444

4. Сколько существует различных (не равных друг другу) треугольников, вершины каждого
из которых совпадают с вершинами некоторого правильного 65-угольника?

How many different (not equal to each other) triangles are there, if the vertices of each of them
coincide with vertices of some regular 65-gon?

Answer: 352

Решение (RUS). (представлено решение варианта №1, остальные решаются аналогично)
Пусть всего существует 𝑁 различных треугольников с вершинами в вершинах правильного 59-
угольника, причём из них 𝑁1 правильных, 𝑁2 равнобедренных (но не равносторонних) и 𝑁3 нерав-
нобедренных. Каждый правильный треугольник равен одному треугольнику с фиксированной
вершиной 𝐴, равнобедренный (но не правильный) – трём треугольникам с вершиной 𝐴, а нерав-
нобедренный – шести.

Всего имеется 1
2
(59− 1)(59− 2) = 1653 треугольников с вершиной 𝐴, откуда 𝑁1 + 3𝑁2 + 6𝑁3 =

1653. Ясно, что 𝑁1 = 0 (т.к. 59 не кратно 3) и 𝑁2 =
1
2
(59− 1) = 29, откуда

0 + 3 · 29 + 6 ·𝑁3 = 1653 =⇒ 𝑁3 = 261

Наконец, 𝑁 = 𝑁1 +𝑁2 +𝑁3 = 0 + 29 + 261 = 290.

Solution (ENG). (given a solution to version 1 of the task since others are solved similarly)
Let there be a total of𝑁 different triangles with vertices at the vertices of a regular 59-gon, of which 𝑁1

are equilateral, 𝑁2 are isosceles (but not equilateral), and 𝑁3 are scalene. Each equilateral triangle is
equal to one triangle with a fixed vertex 𝐴, an isosceles (but not equilateral) triangle is equal to three
triangles with vertex 𝐴, and a scalene triangle is equal to six ones.

There are a total of 1
2
(59−1)(59−2) = 1653 triangles with vertex 𝐴, hence 𝑁1+3𝑁2+6𝑁3 = 1653.

It is clear that 𝑁1 = 0 (since 59 is not a multiple of 3) and 𝑁2 =
1
2
(59− 1) = 29, whence

0 + 3 · 29 + 6 ·𝑁3 = 1653 =⇒ 𝑁3 = 261

Finally, 𝑁 = 𝑁1 +𝑁2 +𝑁3 = 0 + 29 + 261 = 290.

Task 5. Дано положительное целое 𝑘. Аня и Боря играют в игру на клетчатой доске 9× 9, делая
ходы по очереди, начиная с Ани. Аня своим ходом ставит 0 в любую пустую клетку доски, а Боря
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за один свой ход ставит цифру 1 в 𝑘 пустых клеток. Боря выигрывает, если после очередного его
хода все суммы чисел в каждой строке и каждом столбце оказываются нечетными. При каком
наименьшем 𝑘 у Бори есть выигрышная стратегия?

Given a positive integer 𝑘. Ann and Boris play a game on a 9 × 9 checkered board, making moves
starting with Ann. Ann puts 0 into any empty square on the board, and Boris puts 1 into 𝑘 empty
squares in one move. Boris wins if, after his move, all the sums of the numbers in each row and column
are odd. For what smallest 𝑘 does Boris have a winning strategy?

Answer: 3

Решение (RUS). Докажем, что при 𝑘 = 3 Боря выиграет. Выделим на доске три квадрата
3 × 3, идущие по диагонали. Пусть каждым своим ходом Боря ставит единицы ладейной рас-
становкой в тот квадрат 3 × 3, в который пошла Аня (т.е. Боря ставит единицы так, чтобы все
единицы стояли бы в разных строках и разных столбцах данного квадрата 3 × 3). В противном
случае Боря ставит единицы в любой квадрат 3 × 3, в котором еще нет единиц. Ясно, что Боря
выиграет через три хода (и после первого, и после второго ходов Ани у Бори получится сделать
свой ход, поскольку двумя ходами Аня не сможет занять целиком строку или столбец квадрата
3× 3).

Докажем, что при 𝑘 = 1 или 2 Боря не может выиграть. Заметим, что перед выигрывающим
ходом Бори в точности 8 строк и 8 столбцов имеют нечетные суммы, а одна строка и один столбец
– четные. Это означает, что выигрывающий ход Бори строго единственен. Поэтому в свой ход,
предшествующий выигрывающему ходу Бори, Аня поставит 0 в нужную для Бори клетку, и тогда
Боря не сможет выиграть.

Критерии оценивания:

� показано, что 𝑘 должно быть нечетным – 1 первичный балл;

� показано, что 𝑘 > 2, дан неверный ответ – 2 первичных балла;

� показана стратегия для 𝑘 = 3 – 3 первичных балла;

� показано, что 𝑘 > 2, приведен верный ответ, но доказательство содержит ошибку – 4 пер-
вичных балла;

� полностью верное и обоснованное решение – 5 первичных баллов.

Solution (ENG). Lets prove that Boris wins if 𝑘 = 3. Lets select three 3 × 3 squares on the
board, diagonally aligned. Let Boris place «1»-s in a rook-like arrangement on each of his moves in the
3× 3 square Ann moved to (i.e., Boris places «1»-s in different rows and different columns of the 3× 3
square). Otherwise, Boris places «1»-s in any 3× 3 square that doesn’t already contain «1»-s. Clearly,
Boris will win in three moves (after both Ann’s first and second moves, Boris will be able to make his
move, since Ann can’t occupy an entire row or column of the 3× 3 square with two moves).

Lets prove that Boris cannot win if 𝑘 = 1 or 2. Note that before Boris’s winning move, exactly 8
rows and 8 columns have odd sums, and one row and one column have even sums. By that, Boris’s
winning move is strictly unique. Therefore, on her turn before Boris’s winning move, Ann will place a
0 in the cell Boris wants, and then Boris will be unable to win.

Criteria:

� shown that 𝑘 must be odd – 1 pre-point;
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� shown that 𝑘 > 2, an incorrect answer is given – 2 pre-points;

� shown a strategy for 𝑘 = 3 – 3 pre-points;

� shown that 𝑘 > 2, the correct answer is given, but the proof contains an error – 4 pre-points;

� completely correct and justified solution – 5 pre-points.

Task 6. На луче 𝑆𝐴, содержащем ребро треугольной пирамиды 𝑆𝐴𝐵𝐶, отметили такие точки 𝐵𝐴

и 𝐶𝐴, что 𝑆𝐵𝐴 = 𝑆𝐵 и 𝑆𝐶𝐴 = 𝑆𝐶. Аналогичным образом на лучах 𝑆𝐵 и 𝑆𝐶 получили точки
𝐶𝐵, 𝐴𝐵 и 𝐴𝐶 , 𝐵𝐶 , соответственно. Докажите, что все три прямые 𝐵𝐴𝐴𝐵, 𝐶𝐵𝐵𝐶 , 𝐴𝐶𝐶𝐴 параллель-
ны некоторой плоскости.

On the ray 𝑆𝐴, containing the edge of the triangular pyramid 𝑆𝐴𝐵𝐶, points 𝐵𝐴 and 𝐶𝐴 were
marked in such way that 𝑆𝐵𝐴 = 𝑆𝐵 and 𝑆𝐶𝐴 = 𝑆𝐶. Similarly, on the rays 𝑆𝐵 and 𝑆𝐶, points 𝐶𝐵, 𝐴𝐵

and 𝐴𝐶 , 𝐵𝐶 were obtained, respectively. Prove that all three lines 𝐵𝐴𝐴𝐵, 𝐶𝐵𝐵𝐶 , 𝐴𝐶𝐶𝐴 are parallel to
some plane.

Решение (RUS). Из построения ясно, что прямая 𝐵𝐴𝐴𝐵 симметрична прямой 𝐵𝐴 относи-
тельно биссектрисы угла 𝐴𝑆𝐵 (то есть антипараллельна прямой 𝐵𝐴 относительно этого угла).
Тогда эта прямая параллельна касательной к описанной окружности треугольника 𝐴𝑆𝐵, прове-
дённой в точке 𝑆 (что следует из свойств величины угла между хордой и касательной). Заметим,
что такая касательная будет в точке 𝑆 также касаться и описанной сферы пирамиды 𝐴𝐵𝐶𝑆
(так как описанная окружность треугольника 𝐴𝐵𝑆 – это сечение описанной сферы плоскостью
(𝐴𝐵𝑆)), а значит, лежать в (однозначно определённой) плоскости 𝛿, касающейся описанной сферы
пирамиды в вершине 𝑆.

Таким образом, прямая 𝐵𝐴𝐴𝐵 параллельна некоторой прямой, лежащей в 𝛿, а потому парал-
лельна и самой плоскости 𝛿. Для прямых 𝐶𝐵𝐵𝐶 и 𝐴𝐶𝐶𝐴 рассуждения полностью аналогичны.
Таким образом, все три прямые 𝐵𝐴𝐴𝐵, 𝐶𝐵𝐵𝐶 , 𝐴𝐶𝐶𝐴 параллельны плоскости, касающейся описан-
ной сферы пирамиды 𝑆𝐴𝐵𝐶 в вершине 𝑆.

Комментарий. Другое решение можно получить с помощью векторного метода: в базисе
−→
𝑆𝐴 =

−→𝑎 ,
−→
𝑆𝐵 =

−→
𝑏 ,

−→
𝑆𝐶 = −→𝑐 направляющие векторы трёх упомянутых прямых можно записать как−→

𝑏 − −→𝑎 , −→𝑐 −
−→
𝑏 , −→𝑎 − −→𝑐 , тогда у них существует нетривиальная линейная комбинация, равная

нулевому вектору: 1 · (
−→
𝑏 −−→𝑎 ) + 1 · (−→𝑐 −

−→
𝑏 ) + 1 · (−→𝑎 −−→𝑐 ) = −→

0 , что означает, что эти три вектора
компланарны.

Критерии оценивания:

� доказана параллельность одной из прямых соответствующей касательной соответствующей
описанной окружности, либо значимое продвижения для иных решений – 2 первичных балла;

� доказана параллельность одной из прямых соответствующей касательной в точке 𝑆 сферы,
описанной около пирамиды 𝑆𝐴𝐵𝐶, или есть значимые продвижения в доказальстве компла-
нарности – 3 первичных балла;

� доказательство содержит только незначительную ошибку – 4 первичных балла;

� полностью верное доказательство – 5 первичных баллов.
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Solution (ENG). From the construction, it is clear that line 𝐵𝐴𝐴𝐵 is symmetric to line 𝐵𝐴
with respect to the bisector of angle 𝐴𝑆𝐵 (that is, it is antiparallel to line 𝐵𝐴 with respect to this
angle). Then this line is parallel to the tangent to the circumcircle of triangle 𝐴𝑆𝐵 drawn at point
𝑆 (which follows from the properties of the angle between a chord and a tangent). Note that such a
tangent will also touch the circumscribed sphere of pyramid 𝐴𝐵𝐶𝑆 at point 𝑆 (since the circumscribed
circle of triangle 𝐴𝐵𝑆 is a section of the circumscribed sphere by plane (𝐴𝐵𝑆)), and therefore lie in the
(uniquely defined) plane 𝛿, which is tangent to the circumscribed sphere of the pyramid at vertex 𝑆.

Thus, line 𝐵𝐴𝐴𝐵 is parallel to some line lying in 𝛿, and therefore is parallel to plane 𝛿 itself. For
the lines 𝐶𝐵𝐵𝐶 and 𝐴𝐶𝐶𝐴, the reasoning is completely analogous. Thus, all three lines 𝐵𝐴𝐴𝐵, 𝐶𝐵𝐵𝐶 ,
𝐴𝐶𝐶𝐴 are parallel to the plane tangent to the circumscribed sphere of the pyramid 𝑆𝐴𝐵𝐶 at the vertex
𝑆.

Comment. Another solution can be obtained using the vector method: in the basis
−→
𝑆𝐴 = −→𝑎 ,

−→
𝑆𝐵 =−→

𝑏 ,
−→
𝑆𝐶 = −→𝑐 , the direction vectors of the three lines can be written as

−→
𝑏 −−→𝑎 , −→𝑐 −

−→
𝑏 , −→𝑎 −−→𝑐 . Then they

have a nontrivial linear combination equal to the zero vector: 1·(
−→
𝑏 −−→𝑎 )+1·(−→𝑐 −

−→
𝑏 )+1·(−→𝑎 −−→𝑐 ) = −→

0 ,
which means that the three vectors are coplanar.

Criteria:

� one of the lines is proven to be parallel to the corresponding tangent to the corresponding
circumscribed circle, or significant progress has been made in other solutions – 2 pre-points;

� the parallelism of one of the lines corresponding to the tangent at point 𝑆 of the sphere described
around the pyramid 𝑆𝐴𝐵𝐶 has been proven, or there are significant advances in proving coplanarity
– 3 pre-points;

� the proof contains only a minor error – 4 pre-points;

� a completely correct proof – 5 pre-points.


