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Система оценивания / Task score

1. Первичная оценка решения каждой задачи выставляется по 5-балльной шкале.

Если к задаче нужен только краткий ответ, то по ней выставляется либо 0 первичных баллов,
либо 5.

2. Для каждой задачи вычисляется средний балл (𝑀) по результатам ее решения всеми участ-
никами.

3. Весовой коэффициент (𝐾) каждой задачи вычисляется по формуле

𝐾 = 3− 0.5 ·𝑀

4. Балл каждого участника за каждую задачу умножается на весовой коэффициент этой зада-
чи.

5. Баллы, набранные участником, суммируются с последующим округлением до ближайшего
целого в бóльшую сторону.

1. Pre-score of the solution to each task is set on a 5-point scale.

If the task requires short answer then pre-score will be 0 or 5 points.

2. An average score (𝑀) is calculated based on the results of all participants for each task.

3. The weighting coefficient (𝐾) of each task is calculated using formula

𝐾 = 3− 0.5 ·𝑀

4. Each participant’s score for each task is multiplied by the weighting coefficient of that task.

5. The points scored by the participant are summed and then rounded up to the nearest integer.
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7𝑡ℎ degree

Task 1.

1. В тетради 12 листов. Сколькими способами можно вставить 7 одинаковых закладок меж-
ду листами так, чтобы между каждой парой соседних листов было не более одной закладки?

There are 12 sheets in a notebook. In how many ways can 7 identical bookmarks be inserted
between the sheets in such way that there is at most one bookmark between each pair of adjacent
sheets?

Answer: 330

2. В тетради 16 листов. Сколькими способами можно вставить 13 одинаковых закладок меж-
ду листами так, чтобы между каждой парой соседних листов было не более одной закладки?

There are 16 sheets in a notebook. In how many ways can 13 identical bookmarks be inserted
between the sheets in such way that there is at most one bookmark between each pair of adjacent
sheets?

Answer: 105

3. В тетради 12 листов. Сколькими способами можно вставить 8 одинаковых закладок меж-
ду листами так, чтобы между каждой парой соседних листов было не более одной закладки?

There are 12 sheets in a notebook. In how many ways can 8 identical bookmarks be inserted
between the sheets in such way that there is at most one bookmark between each pair of adjacent
sheets?

Answer: 165

4. В тетради 16 листов. Сколькими способами можно вставить 12 одинаковых закладок меж-
ду листами так, чтобы между каждой парой соседних листов было не более одной закладки?

There are 16 sheets in a notebook. In how many ways can 12 identical bookmarks be inserted
between the sheets in such way that there is at most one bookmark between each pair of adjacent
sheets?

Answer: 455

Решение (RUS). (представлено решение варианта №1, остальные решаются аналогично)
Есть 12 − 1 = 11 промежутков между соседними страницами, поэтому есть ровно 𝐶7

11 = 330 спо-
собов расположить 7 одинаковых закладок.
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Solution (ENG). (given a solution to version 1 of the task since others are solved similarly)
There are 12− 1 = 11 spaces between adjacent pages, so there are exactly

(︀
11
7

)︀
= 330 ways to arrange

7 identical bookmarks.

Task 2.

1. Несколько контейнеров, каждый из которых весит не более 1 тонны, требуется перевезти на
вагонах грузоподъемностью по 4 тонны. Какого наименьшего числа вагонов заведомо хватит
для перевозки всех этих контейнеров, если их суммарная масса равна 15 тонн?

Several containers, each weighing no more than 1 ton, need to be transported on railcars with a
capacity of 4 tons each. What is the smallest number of railcars that will be sufficient to transport
all these containers, given their combined weight of 15 tons?

Answer: 5

2. Несколько контейнеров, каждый из которых весит не более 1 тонны, требуется перевезти на
вагонах грузоподъемностью по 5 тонн. Какого наименьшего числа вагонов заведомо хватит
для перевозки всех этих контейнеров, если их суммарная масса равна 28 тонн?

Several containers, each weighing no more than 1 ton, need to be transported on railcars with a
capacity of 5 tons each. What is the smallest number of railcars that will be sufficient to transport
all these containers, given their combined weight of 28 tons?

Answer: 7

3. Несколько контейнеров, каждый из которых весит не более 1 тонны, требуется перевезти на
вагонах грузоподъемностью по 6 тонн. Какого наименьшего числа вагонов заведомо хватит
для перевозки всех этих контейнеров, если их суммарная масса равна 40 тонн?

Several containers, each weighing no more than 1 ton, need to be transported on railcars with a
capacity of 6 tons each. What is the smallest number of railcars that will be sufficient to transport
all these containers, given their combined weight of 40 tons?

Answer: 8

4. Несколько контейнеров, каждый из которых весит не более 1 тонны, требуется перевезти на
вагонах грузоподъемностью по 3 тонны. Какого наименьшего числа вагонов заведомо хватит
для перевозки всех этих контейнеров, если их суммарная масса равна 18 тонн?

Several containers, each weighing no more than 1 ton, need to be transported on railcars with a
capacity of 3 tons each. What is the smallest number of railcars that will be sufficient to transport
all these containers, given their combined weight of 18 tons?

Answer: 9
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Решение (RUS). (представлено решение варианта №1, остальные решаются аналогично)
Загружая в вагоны наибольшее возможное число контейнеров так, чтобы не допустить перегруза,
получим, что масса груза в каждом вагоне – не менее 3 тонн (иначе можно положить еще как
минимум один ящик). Отсюда следует, что 15/3 = 5 вагонов точно хватит.

Приведем пример, когда четырех вагонов недостаточно: пусть общее число контейнеров равно
17, и масса каждого из них – 15/17 тонн. Тогда в каждый вагон можно загрузить не более 4 кон-
тейнеров (масса пяти контейнеров равна 75/17 > 4), а в четыре вагона – не более 16 контейнеров.

Solution (ENG). (given a solution to version 1 of the task since others are solved similarly)
By loading the largest possible number of containers into the cars without overloading, we find that
the cargo mass in each car is at least 3 tons (otherwise, at least one more container can be added).
Therefore, 15/3 = 5 cars is definitely enough.

Let’s give an example where four cars are insufficient: let’s say the total number of containers is 17,
and each one weighs 15/17 tons. Then each car can hold no more than 4 containers (the mass of five
containers is 75/17 > 4 tons), and four cars can hold no more than 16 containers.

Task 3.

1. Куб размера 9 × 9 × 9 изначально весь покрашен в белый цвет. Каждая его грань разбита
на 9 равных квадратов 3 × 3, в каждом из которых центральный квадрат 1 × 1 красит-
ся в чёрный. Затем для каждого такого чёрного квадрата из изначального куба удаляется
вся внутренность прямоугольного блока 1 × 1 × 9 с основанием на этом чёрном квадрате
(блок, проходящий сквозь весь куб вплоть до его противоположной грани). Какой объём
куба остался неудаленным?

A 9× 9× 9 cube is initially painted entirely white. Each face is divided into 9 equal 3× 3 squares,
each with a 1× 1 central square painted black. Then for each such black square the entire interior
of a 1 × 1 × 9 rectangular block with its base on that black square (a block extending through
the entire cube to its opposite face) is removed from the original cube. What volume of the cube
remains?

Answer: 540

2. Куб размера 6 × 6 × 6 изначально весь покрашен в белый цвет. Каждая его грань разбита
на 4 равных квадрата 3 × 3, в каждом из которых центральный квадрат 1 × 1 красится в
чёрный. Затем для каждого такого чёрного квадрата из изначального куба удаляется вся
внутренность прямоугольного блока 1× 1× 6 с основанием на этом чёрном квадрате (блок,
проходящий сквозь весь куб вплоть до его противоположной грани). Какой объём куба остал-
ся неудаленным?

A 6× 6× 6 cube is initially painted entirely white. Each face is divided into 4 equal 3× 3 squares,
each with a 1× 1 central square painted black. Then for each such black square the entire interior
of a 1 × 1 × 6 rectangular block with its base on that black square (a block extending through
the entire cube to its opposite face) is removed from the original cube. What volume of the cube
remains?

Answer: 160
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3. Куб размера 12×12×12 изначально весь покрашен в белый цвет. Каждая его грань разбита
на 16 равных квадратов 3 × 3, в каждом из которых центральный квадрат 1 × 1 красит-
ся в чёрный. Затем для каждого такого чёрного квадрата из изначального куба удаляется
вся внутренность прямоугольного блока 1 × 1 × 12 с основанием на этом чёрном квадрате
(блок, проходящий сквозь весь куб вплоть до его противоположной грани). Какой объём
куба остался неудаленным?

A 12 × 12 × 12 cube is initially painted entirely white. Each face is divided into 16 equal 3 × 3
squares, each with a 1×1 central square painted black. Then for each such black square the entire
interior of a 1 × 1 × 12 rectangular block with its base on that black square (a block extending
through the entire cube to its opposite face) is removed from the original cube. What volume of
the cube remains?

Answer: 1280

4. Куб размера 15×15×15 изначально весь покрашен в белый цвет. Каждая его грань разбита
на 25 равных квадратов 3 × 3, в каждом из которых центральный квадрат 1 × 1 красит-
ся в чёрный. Затем для каждого такого чёрного квадрата из изначального куба удаляется
вся внутренность прямоугольного блока 1 × 1 × 15 с основанием на этом чёрном квадрате
(блок, проходящий сквозь весь куб вплоть до его противоположной грани). Какой объём
куба остался неудаленным?

A 15 × 15 × 15 cube is initially painted entirely white. Each face is divided into 25 equal 3 × 3
squares, each with a 1×1 central square painted black. Then for each such black square the entire
interior of a 1 × 1 × 15 rectangular block with its base on that black square (a block extending
through the entire cube to its opposite face) is removed from the original cube. What volume of
the cube remains?

Answer: 2500

Решение (RUS). (представлено решение варианта №1, остальные решаются аналогично)
Поделим большой куб на 27 кубов 3× 3× 3. Так как все вырезанные области проходят насквозь
большого куба, то легко видеть, что каждый из этих меньших кубов оказался с одинаковыми вы-
резанными областями, каждая из которых выглядит как вырезанные кубы 1×1×1, прилегающие
к центральной клетке 1 × 1 в каждой из шести граней, а также вырезанный центральный кубик
1× 1× 1. Итого, вырезано 7 единичных кубиков, а осталось 33 − 7 = 20 единичных кубов. Тогда
во всех 27-ми больших кубах размера 3 × 3 × 3 осталось 27 · 20 = 540 единичных кубов, каждый
объема 1.

Solution (ENG). (given a solution to version 1 of the task since others are solved similarly)
Let’s divide the large cube into 27 cubes of the size 3 × 3 × 3 each. Since all the cut-out areas pass
through the initial cube, it’s easy to see that each of these smaller cubes ends up with identical cut-out
areas, each of which looks like 1 × 1 × 1 cubes cut out adjacent to the 1 × 1 central cell in each of its
six faces, as well as a 1× 1× 1 central cube cut out. In total, 7 unit cubes have been cut out, leaving
33 − 7 = 20 unit cubes remaining. Then, in all 27 large 3× 3× 3 cubes, there remain 27 · 20 = 540 unit
cubes, each with a volume of 1.

Task 4.
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1. Смежные стороны прямоугольника равны 𝑥 см и 𝑦 см, где 𝑥, 𝑦 – положительные целые чис-
ла; периметр прямоугольника равен 𝑃 см, а площадь – 𝑆 см2. Найдите количество таких
прямоугольников, если 𝑆 = 12 · 𝑃 . Прямоугольники 𝑥× 𝑦 и 𝑦 × 𝑥, конечно, одинаковые.

Adjacent sides of a rectangle are 𝑥 cm and 𝑦 cm, where 𝑥, 𝑦 are positive integers; the perimeter
of the rectangle is 𝑃 cm, and its area is 𝑆 cm2. Find the number of such rectangles if 𝑆 = 12 · 𝑃 .
Rectangles 𝑥× 𝑦 and 𝑦 × 𝑥 are equal.

Answer: 11

2. Смежные стороны прямоугольника равны 𝑥 см и 𝑦 см, где 𝑥, 𝑦 – положительные целые чис-
ла; периметр прямоугольника равен 𝑃 см, а площадь – 𝑆 см2. Найдите количество таких
прямоугольников, если 𝑆 = 24 · 𝑃 . Прямоугольники 𝑥× 𝑦 и 𝑦 × 𝑥, конечно, одинаковые.

Adjacent sides of a rectangle are 𝑥 cm and 𝑦 cm, where 𝑥, 𝑦 are positive integers; the perimeter
of the rectangle is 𝑃 cm, and its area is 𝑆 cm2. Find the number of such rectangles if 𝑆 = 24 · 𝑃 .
Rectangles 𝑥× 𝑦 and 𝑦 × 𝑥 are equal.

Answer: 14

3. Смежные стороны прямоугольника равны 𝑥 см и 𝑦 см, где 𝑥, 𝑦 – положительные целые чис-
ла; периметр прямоугольника равен 𝑃 см, а площадь – 𝑆 см2. Найдите количество таких
прямоугольников, если 𝑆 = 16 · 𝑃 . Прямоугольники 𝑥× 𝑦 и 𝑦 × 𝑥, конечно, одинаковые.

Adjacent sides of a rectangle are 𝑥 cm and 𝑦 cm, where 𝑥, 𝑦 are positive integers; the perimeter
of the rectangle is 𝑃 cm, and its area is 𝑆 cm2. Find the number of such rectangles if 𝑆 = 16 · 𝑃 .
Rectangles 𝑥× 𝑦 and 𝑦 × 𝑥 are equal.

Answer: 6

4. Смежные стороны прямоугольника равны 𝑥 см и 𝑦 см, где 𝑥, 𝑦 – положительные целые чис-
ла; периметр прямоугольника равен 𝑃 см, а площадь – 𝑆 см2. Найдите количество таких
прямоугольников, если 𝑆 = 36 · 𝑃 . Прямоугольники 𝑥× 𝑦 и 𝑦 × 𝑥, конечно, одинаковые.

Adjacent sides of a rectangle are 𝑥 cm and 𝑦 cm, where 𝑥, 𝑦 are positive integers; the perimeter
of the rectangle is 𝑃 cm, and its area is 𝑆 cm2. Find the number of such rectangles if 𝑆 = 36 · 𝑃 .
Rectangles 𝑥× 𝑦 and 𝑦 × 𝑥 are equal.

Answer: 18

Решение (RUS). (представлено решение варианта №1, остальные решаются аналогично)
Из условия имеем 𝑥𝑦 = 24(𝑥 + 𝑦), откуда (𝑥 − 24)(𝑦 − 24) = 576 = 26 · 32 – у последнего числа
(6 + 1)(2 + 1) = 21 делитель, причем все делители, кроме 24, разбиваются на пары 𝑎, 𝑏, для ко-
торых 𝑎 · 𝑏 = 576, причем каждая пара порождает равные прямоугольники. Значит, общее число
различных прямоугольников равно (21 + 1)/2 = 11.
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Solution (ENG). (given a solution to version 1 of the task since others are solved similarly)
We have 𝑥𝑦 = 24(𝑥+𝑦), whence (𝑥−24)(𝑦−24) = 576 = 26 ·32 – the last number has (6+1)(2+1) = 21
divisors, and all divisors (except 24) are divided into pairs 𝑎, 𝑏, for which 𝑎 · 𝑏 = 576, and each pair
generates equal rectangles. Therefore, the total number of different rectangles is (21 + 1)/2 = 11.

Task 5. Совунья испекла пирог в форме 20-угольника 𝐴𝐵𝐶 . . . 𝑆𝑇 , у которого любые две соседние
стороны перпендикулярны, а длины всех сторон, кроме наибольшей стороны 𝐴𝑇 , равны (см. рис.).
Лосяш хочет разрезать этот пирог одним прямолинейным разрезом, проходящим через вершину
𝐴, на две части равной площади. Какую сторону пересечёт такой разрез и в каком отношении он
её разделит?

Owlie baked a pie in the shape of a 20-gon,𝐴𝐵𝐶 . . . 𝑆𝑇 , in which any two adjacent sides are perpendicular,
and the lengths of all sides except the longest one (𝐴𝑇 ) are equal (see the picture above). Elkie wants
to cut this pie with a single straight cut passing through the vertex 𝐴 into two parts of equal area.
Which side will such a cut intersect and in what ratio will the side be divided?

Answer: 𝑂𝑃 , 2 : 5 (5 : 2)

Решение (RUS). Ясно, что данный многоугольник можно разделить на 25 равных квад-
ратов (будем считать, что их стороны равны 1). Значит, при делении площади пополам, каждая
полученная часть должна иметь площадь 25/2 = 12.5. Также понятно, что при вращении прямой
вокруг точки 𝐴 против часовой стрелки от положения 𝐴𝑇 площадь части пирога, находящейся
под прямой, будет возрастать, поэтому требуемое положение прямой 𝐴𝑋 (𝑋 – точка на грани-
це многоугольника) единственно и находится между 𝐴𝑃 и 𝐴𝑂. Действительно, в положении 𝐴𝑃
площадь под прямой равна 14/2 + 3 = 10 < 12.5 (так как складывается из прямоугольного тре-
угольника и трёх квадратов), а в положении 𝐴𝑂 она равна 21/2 + 3 = 13.5 > 12.5 (по той же
причине). Пусть расстояние от точки 𝑋 до прямой 𝐴𝑇 равно ℎ, тогда площадь части пирога под
прямой 𝐴𝑋 равна 7ℎ/2 + 3 = 12.5, откуда ℎ = 19/7. Это означает, что расположенная на стороне
𝑂𝑃 точка 𝑋 делит эту сторону в отношении (3− 19/7) : (19/7− 2) = (2/7) : (5/7) = 2 : 5, считая
от точки 𝑂.
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Критерии оценивания:

� приведена плодотворная идея для поиска стороны, но сторона найдена неверно; не найдено
искомое отношение – 1 первичный балл;

� сторона найдена верно, но без достаточных обоснований; не найдено искомое отношение – 2
первичных балла;

� сторона найдена верно и обоснованно; не найдено искомое отношение – 3 первичных балла;

� сторона найдена верно, но без достаточных обоснований; искомое отношение найдено, но при
этом допущена ошибка – 3 первичных балла;

� сторона найдена верно и обоснованно; искомое отношение найдено либо без достаточных
обоснований, либо с ошибкой – 4 первичных балла;

� сторона найдена верно, но без достаточных обоснований; искомое отношение найдено верно
– 4 первичных балла;

� полностью верное и обоснованное решение – 5 первичных баллов.

Solution (ENG). It is clear that the polygon can be divided into 25 equal squares (let’s assume
that their sides are equal to 1). So, when dividing the area in half, each resulting part should have an
area of 25/2 = 12.5. It is also clear that when rotating a straight line around point 𝐴 counterclockwise
from the position of 𝐴𝑇 , the area of the pie part located under the straight line will increase, so
the required position of the straight line 𝐴𝑋 (𝑋 is a point on the border of the polygon) is unique
and is located between 𝐴𝑃 and 𝐴𝑂. Indeed, at position 𝐴𝑃 , the area under the straight line is
14/2 + 3 = 10 < 12.5 (since it consists of a right-angled triangle and three squares), and at position
𝐴𝑂 it is equal to 21/2 + 3 = 13.5 > 12.5 (for the same reason). Let the distance from the point 𝑋
to the line 𝐴𝑇 be ℎ, then the area of the pie part under the line 𝐴𝑋 is 7ℎ/2 + 3 = 12.5, whence
ℎ = 19/7. This means that the point 𝑋 located on the side of 𝑂𝑃 divides this side with respect to
(3− 19/7) : (19/7− 2) = (2/7) : (5/7) = 2 : 5, counting from the point 𝑂.

Criteria:

� a fruitful idea for finding a side is given, but the side is found incorrectly; the desired ratio was
not found – 1 pre-point;

� the side is found correctly, but without sufficient justification; the desired ratio was not found –
2 pre-points;

� the side is found correctly and with sufficient justification; the desired ratio was not found – 3
pre-points;

� the side is found correctly, but without sufficient justification; the desired ratio is found, but an
error was made – 3 pre-points;

� the side is found correctly and with sufficient justification; the desired ratio is found either without
sufficient justification or with an error – 4 pre-points;

� the side is found correctly, but without sufficient justification; the desired ratio is found correctly
– 4 pre-points;

� a completely correct solution – 5 pre-points.
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Task 6. Игровое поле представляет собой доску размера 5 × 5, на которой расставлены белые
и черные фишки, как показано на рисунке. Аня и Боря играют в игру: сначала Аня убирает
с доски любую черную фишку по своему усмотрению, затем Аня и Боря по очереди (начинает
Аня) передвигают фишки: Аня передвигает белую фишку на соседнее с ней пустое поле, а Боря –
черную фишку на соседнее с ней пустое поле. Игра заканчивается, когда один из игроков не может
сделать ход. Докажите, что как бы ни играли Аня и Боря, рано или поздно игра закончится.

The board is a 5× 5 square with white and black pieces arranged as shown in the picture above. Anya
and Borya play a game: first, Anya removes any black piece she chooses from the board. Then, Anya
and Borya take turns (Anya starts) moving pieces: Anya moves a white piece to an adjacent empty
space, and Borya moves a black piece to an adjacent empty space. The game ends when one of the
players cannot make a move. Prove that, no matter how Anya and Borya play, the game will eventually
end.

Решение (RUS). Покрасим клетки доски в черный и белый цвета так, чтобы в изначальной
расстановке черные фишки стояли бы на черных клетках, а белые фишки – на белых клетках.
Заметим, что Аня в начале игры освобождает черную клетку, а затем передвигает фишку с белой
клетки на черную, освобождая таким образом белую клетку. Аналогично, Боря своим ходом пере-
двигает фишку с черной клетки на белую, освобождая черную клетку, и т.д. Таким образом, Аня
может передвигать только белые фишки с белых клеток на черные, а Боря может передвигать
только черные фишки с черных полей на белые. Отсюда следует, что каждую фишку можно пере-
двинуть не более одного раза. Значит, поскольку на доске изначально есть 12 белых и 12 черных
фишек (после того, как Аня уберет одну фишку в начале игры), не позднее чем через 24 хода (12
ходов Ани и 12 ходов Бори) игра закончится.

Критерии оценивания:

� приведена, но никак не подкреплена плодотворная идея – 1 первичный балл;

� приведена плодотворная идея, но в ее подтверждение лишь приведены несколько примеров
– 2 первичных балла;

� приведена и частично реализована плодотворная идея, но при реализации допущены серьез-
ные ограничения общности – 3 первичных балла;

� приведена и реализована плодотворная идея, но с незначительными ограничениями общно-
сти – 4 первичных балла;

� полностью верное и обоснованное доказательство – 5 первичных баллов.

Solution (ENG). Let’s paint the board black and white so that initially black pieces stand on
black cells and white pieces stand on white cells. Note that Anya vacates a black cell at the start of the
game, then moves a piece from a white cell to a black cell, thus vacating the white cell. Similarly, Borya
moves a piece from a black cell to a white cell, thus vacating the black cell, and so on. Thus, Anya
can only move white pieces from white cells to black cells, and Borya can only move black pieces from
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black cells to white cells. It follows that each piece can be moved no more than once. Therefore, since
there are initially 12 white and 12 black pieces on the board (after Anya removes one piece at the start
of the game), the game will end in no later than 24 moves (12 of Anya’s moves and 12 of Borya’s moves).

Criteria:

� a fruitful idea is presented but not supported in any way – 1 pre-point;

� a fruitful idea is presented, but only a few examples are given to support it – 2 pre-points;

� a fruitful idea is presented and partially implemented, but there are serious limitations of generality
in the implementation – 3 pre-points;

� a fruitful idea is presented and implemented, but with minor limitations of generality – 4 pre-
points;

� a completely correct proof – 5 pre-points.
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8𝑡ℎ degree

Task 1.

1. В тетради 12 листов. Сколькими способами можно вставить 7 одинаковых закладок меж-
ду листами так, чтобы между каждой парой соседних листов было не более одной закладки?

There are 12 sheets in a notebook. In how many ways can 7 identical bookmarks be inserted
between the sheets in such way that there is at most one bookmark between each pair of adjacent
sheets?

Answer: 330

2. В тетради 16 листов. Сколькими способами можно вставить 13 одинаковых закладок меж-
ду листами так, чтобы между каждой парой соседних листов было не более одной закладки?

There are 16 sheets in a notebook. In how many ways can 13 identical bookmarks be inserted
between the sheets in such way that there is at most one bookmark between each pair of adjacent
sheets?

Answer: 105

3. В тетради 12 листов. Сколькими способами можно вставить 8 одинаковых закладок меж-
ду листами так, чтобы между каждой парой соседних листов было не более одной закладки?

There are 12 sheets in a notebook. In how many ways can 8 identical bookmarks be inserted
between the sheets in such way that there is at most one bookmark between each pair of adjacent
sheets?

Answer: 165

4. В тетради 16 листов. Сколькими способами можно вставить 12 одинаковых закладок меж-
ду листами так, чтобы между каждой парой соседних листов было не более одной закладки?

There are 16 sheets in a notebook. In how many ways can 12 identical bookmarks be inserted
between the sheets in such way that there is at most one bookmark between each pair of adjacent
sheets?

Answer: 455

Решение (RUS). (представлено решение варианта №1, остальные решаются аналогично)
Есть 12 − 1 = 11 промежутков между соседними страницами, поэтому есть ровно 𝐶7

11 = 330 спо-
собов расположить 7 одинаковых закладок.
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Solution (ENG). (given a solution to version 1 of the task since others are solved similarly)
There are 12− 1 = 11 spaces between adjacent pages, so there are exactly

(︀
11
7

)︀
= 330 ways to arrange

7 identical bookmarks.

Task 2.

1. Найдите остаток от деления 5157 на 23.

Find the remainder of 5157 divided by 23.

Answer: 10

2. Найдите остаток от деления 7274 на 17.

Find the remainder of 7274 divided by 17.

Answer: 15

3. Найдите остаток от деления 3539 на 29.

Find the remainder of 3539 divided by 29.

Answer: 12

4. Найдите остаток от деления 11122 на 13.

Find the remainder of 11122 divided by 13.

Answer: 4

Решение (RUS). (представлено решение варианта №1, остальные решаются аналогично)
Согласно малой теореме Ферма, 𝑎𝑝−1 ≡ 1 (mod 𝑝) для простого 𝑝 и не кратного ему натурального
𝑎. Имеем

5157 = (522)7 · 53 ≡ 17 · 53 ≡ 125 ≡ 10 (mod 23)

Solution (ENG). (given a solution to version 1 of the task since others are solved similarly)
According to Fermat’s little theorem, 𝑎𝑝−1 ≡ 1 (mod 𝑝) for a prime 𝑝 and a positive integer 𝑎 that is
not a multiple of it. We have

5157 = (522)7 · 53 ≡ 17 · 53 ≡ 125 ≡ 10 (mod 23)

Task 3.
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1. Смежные стороны прямоугольника равны 𝑥 см и 𝑦 см, где 𝑥, 𝑦 – положительные целые чис-
ла; периметр прямоугольника равен 𝑃 см, а площадь – 𝑆 см2. Найдите количество таких
прямоугольников, если 𝑆 = 12 · 𝑃 . Прямоугольники 𝑥× 𝑦 и 𝑦 × 𝑥, конечно, одинаковые.

Adjacent sides of a rectangle are 𝑥 cm and 𝑦 cm, where 𝑥, 𝑦 are positive integers; the perimeter
of the rectangle is 𝑃 cm, and its area is 𝑆 cm2. Find the number of such rectangles if 𝑆 = 12 · 𝑃 .
Rectangles 𝑥× 𝑦 and 𝑦 × 𝑥 are equal.

Answer: 11

2. Смежные стороны прямоугольника равны 𝑥 см и 𝑦 см, где 𝑥, 𝑦 – положительные целые чис-
ла; периметр прямоугольника равен 𝑃 см, а площадь – 𝑆 см2. Найдите количество таких
прямоугольников, если 𝑆 = 24 · 𝑃 . Прямоугольники 𝑥× 𝑦 и 𝑦 × 𝑥, конечно, одинаковые.

Adjacent sides of a rectangle are 𝑥 cm and 𝑦 cm, where 𝑥, 𝑦 are positive integers; the perimeter
of the rectangle is 𝑃 cm, and its area is 𝑆 cm2. Find the number of such rectangles if 𝑆 = 24 · 𝑃 .
Rectangles 𝑥× 𝑦 and 𝑦 × 𝑥 are equal.

Answer: 14

3. Смежные стороны прямоугольника равны 𝑥 см и 𝑦 см, где 𝑥, 𝑦 – положительные целые чис-
ла; периметр прямоугольника равен 𝑃 см, а площадь – 𝑆 см2. Найдите количество таких
прямоугольников, если 𝑆 = 16 · 𝑃 . Прямоугольники 𝑥× 𝑦 и 𝑦 × 𝑥, конечно, одинаковые.

Adjacent sides of a rectangle are 𝑥 cm and 𝑦 cm, where 𝑥, 𝑦 are positive integers; the perimeter
of the rectangle is 𝑃 cm, and its area is 𝑆 cm2. Find the number of such rectangles if 𝑆 = 16 · 𝑃 .
Rectangles 𝑥× 𝑦 and 𝑦 × 𝑥 are equal.

Answer: 6

4. Смежные стороны прямоугольника равны 𝑥 см и 𝑦 см, где 𝑥, 𝑦 – положительные целые чис-
ла; периметр прямоугольника равен 𝑃 см, а площадь – 𝑆 см2. Найдите количество таких
прямоугольников, если 𝑆 = 36 · 𝑃 . Прямоугольники 𝑥× 𝑦 и 𝑦 × 𝑥, конечно, одинаковые.

Adjacent sides of a rectangle are 𝑥 cm and 𝑦 cm, where 𝑥, 𝑦 are positive integers; the perimeter
of the rectangle is 𝑃 cm, and its area is 𝑆 cm2. Find the number of such rectangles if 𝑆 = 36 · 𝑃 .
Rectangles 𝑥× 𝑦 and 𝑦 × 𝑥 are equal.

Answer: 18

Решение (RUS). (представлено решение варианта №1, остальные решаются аналогично)
Из условия имеем 𝑥𝑦 = 24(𝑥 + 𝑦), откуда (𝑥 − 24)(𝑦 − 24) = 576 = 26 · 32 – у последнего числа
(6 + 1)(2 + 1) = 21 делитель, причем все делители, кроме 24, разбиваются на пары 𝑎, 𝑏, для ко-
торых 𝑎 · 𝑏 = 576, причем каждая пара порождает равные прямоугольники. Значит, общее число
различных прямоугольников равно (21 + 1)/2 = 11.
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Solution (ENG). (given a solution to version 1 of the task since others are solved similarly)
We have 𝑥𝑦 = 24(𝑥+𝑦), whence (𝑥−24)(𝑦−24) = 576 = 26 ·32 – the last number has (6+1)(2+1) = 21
divisors, and all divisors (except 24) are divided into pairs 𝑎, 𝑏, for which 𝑎 · 𝑏 = 576, and each pair
generates equal rectangles. Therefore, the total number of different rectangles is (21 + 1)/2 = 11.

Task 4.

1. Дан набор цифр: 0, 1, 2, 2, 7, 0, 6, 6, 4, 8. Разрешается удалить одну из них, а из остальных со-
ставить десятичную запись 9-значного числа, кратного 75. Сколько различных чисел можно
получить таким образом? Число не может начинаться с цифры «0».

Given a set of digits: 0, 1, 2, 2, 7, 0, 6, 6, 4, 8. It is allowed to delete one of them and use the remaining
digits to form a decimal representation of a 9-digit number that is a multiple of 75. How many
different numbers can be obtained this way? A number cannot begin with the digit «0».

Answer: 2520

2. Дан набор цифр: 0, 0, 1, 1, 1, 2, 5, 6, 7, 8. Разрешается удалить одну из них, а из остальных со-
ставить десятичную запись 9-значного числа, кратного 60. Сколько различных чисел можно
получить таким образом? Число не может начинаться с цифры «0».

Given a set of digits: 0, 0, 1, 1, 1, 2, 5, 6, 7, 8. It is allowed to delete one of them and use the remaining
digits to form a decimal representation of a 9-digit number that is a multiple of 60. How many
different numbers can be obtained this way? A number cannot begin with the digit «0».

Answer: 12000

3. Дан набор цифр: 0, 0, 1, 2, 5, 6, 7, 7, 8, 9. Разрешается удалить одну из них, а из остальных со-
ставить десятичную запись 9-значного числа, кратного 225. Сколько различных чисел можно
получить таким образом? Число не может начинаться с цифры «0».

Given a set of digits: 0, 0, 1, 2, 5, 6, 7, 7, 8, 9. It is allowed to delete one of them and use the remaining
digits to form a decimal representation of a 9-digit number that is a multiple of 225. How many
different numbers can be obtained this way? A number cannot begin with the digit «0».

Answer: 16380

4. Дан набор цифр: 0, 1, 1, 1, 2, 2, 5, 6, 9, 9. Разрешается удалить одну из них, а из остальных со-
ставить десятичную запись 9-значного числа, кратного 180. Сколько различных чисел можно
получить таким образом? Число не может начинаться с цифры «0».

Given a set of digits: 0, 1, 1, 1, 2, 2, 5, 6, 9, 9. It is allowed to delete one of them and use the remaining
digits to form a decimal representation of a 9-digit number that is a multiple of 180. How many
different numbers can be obtained this way? A number cannot begin with the digit «0».

Answer: 1260
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Решение (RUS). (представлено решение варианта №1, остальные решаются аналогично)
Чтобы число делилось на 75, необходимо и достаточно, чтобы оно делилось на 3 и на 25. Чтобы
полученное число делилось на 25, оно должно оканчиваться на 00, 25, 50 или 75, но цифры 5 в
наборе нет, поэтому требуемое число оканчивается на 00, и цифру 0 удалять нельзя. Чтобы число
делилось на 3, требуется, чтобы сумма его цифр делилась на 3. Сумма цифр приведенного набора
равна 0 + 1 + 2 + 2 + 7 + 0 + 6 + 6 + 4 + 8 = 36 – значит, чтобы сумма цифр требуемого числа
делилась на 3. Итак, можно удалить только цифру 6.

Удалив цифру 6, мы получим число вида 𝑎1𝑎2𝑎3𝑎4𝑎5𝑎6𝑎700, где 𝑎1, . . . , 𝑎7 – цифры 1,2,2,7,6,4,8
в некотором порядке, и есть 7!

2!
= 2520 способов переставить их всевозможными способами.

Solution (ENG). (given a solution to version 1 of the task since others are solved similarly)
For a number to be divisible by 75, it is necessary and sufficient that it be divisible by 3 and 25. For
the resulting number to be divisible by 25, it must end in 00, 25, 50, or 75, but the digit 5 is not in the
set, so the required number ends in 00, and any of the digits 0 cannot be removed. For a number to
be divisible by 3, the sum of its digits must be divisible by 3. The sum of the digits in the given set is
0 + 1 + 2 + 2 + 7 + 0 + 6 + 6 + 4 + 8 = 36, thus the sum of the digits of the desired number must be
divisible by 3. So, we can only remove the digit 6.

By removing the digit 6, we get a number of the form 𝑎1𝑎2𝑎3𝑎4𝑎5𝑎6𝑎700, where 𝑎1, . . . , 𝑎7 are the
digits 1,2,2,7,6,4,8 in some order, and there are 7!

2!
= 2520 ways to rearrange them.

Task 5. Про треугольник известно, что в нём одна сторона в два раза больше другой, а угол
между этими сторонами не превосходит 60∘. Обязательно ли этот треугольник можно разрезать
на четыре треугольные части, три из которых – равные треугольники, а четвёртая им не равна?

It is known about a triangle that one side is twice as large as the other, and the angle between these
sides does not exceed 60∘. Can the triangle be cut into four triangular parts, three of which are equal,
and the fourth is not equal to the ones?

Answer: yes.

Решение (RUS). Пусть 𝐵𝐶 = 2 ·𝐴𝐵 (𝐴𝐵𝐶 – исходный треугольник). Рассмотрим отдельно
два случая: когда ∠𝐴𝐵𝐶 < 60∘, и когда ∠𝐴𝐵𝐶 = 60∘.

В первом случае подойдёт следующее разрезание: отметим точку 𝐷 пересечения серединно-
го перпендикуляра к 𝐵𝐶 с биссектрисой угла 𝐴𝐵𝐶 и разделим треугольник на части так, как
показано на рисунке.

Докажем корректность построения. Точка 𝐷 по построению находится внутри угла, образованно-
го лучами 𝐵𝐴 и 𝐵𝐶, и при этом ∠𝐷𝐶𝐵 = ∠𝐷𝐵𝐶 = ∠𝐷𝐵𝐴 = 1

2
∠𝐴𝐵𝐶 и ∠𝐷𝐴𝐵 = ∠𝐷𝑀𝐵 = 90∘,

откуда ∠𝐷𝐴𝐵 + ∠𝐴𝐵𝐶 + ∠𝐵𝐶𝐷 = 3
2
∠𝐴𝐵𝐶 + 90∘ < 3

2
· 60∘ + 90∘ = 180∘, то есть точка 𝐷

будет действительно расположена строго внутри треугольника 𝐴𝐵𝐶. Равенство треугольников
𝐴𝐷𝐵,𝑀𝐷𝐵,𝑀𝐷𝐶 очевидно из построения, а тот факт, что треугольник 𝐴𝐷𝐶 им не равен, сле-
дует, например, из того, что он тупоугольный (∠𝐴𝐷𝐶 = 360∘ − 3 · ∠𝐴𝐷𝐵 > 360∘ − 3 · 90∘ = 90∘),
а остальные – прямоугольные.
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Во втором случае (когда ∠𝐴𝐵𝐶 = 60∘) имеем треугольник с углами 30∘, 60∘, 90∘: проведём
медиану 𝐴𝑀 к его гипотенузе и разделим образовавшийся равносторонний треугольник 𝐴𝐵𝑀 с
центром 𝐸 на три равные треугольные части, как показано на втором рисунке.

Равенство треугольников 𝐴𝐸𝐵,𝐵𝐸𝑀,𝑀𝐸𝐴 очевидно из построения, а тот факт, что треугольник
𝐴𝑀𝐶 им не равен, следует, например, из того, что его наибольшая сторона больше, чем наиболь-
шие стороны этих треугольников (𝐴𝐶 > 𝐴𝑀 , так как ∠𝐴𝑀𝐶 > 120∘ – наибольший в треугольнике
𝐴𝑀𝐶).

Критерии оценивания:

� приведен корректный пример для случая с углом в 60 градусов: +1 первичный балл;

� доказана корректность примера для случая с углом в 60 градусов: +1 первичный балл;

� приведен корректный пример для случая с углом, меньшим 60 градусов: +1 первичный балл;

� доказана корректность примера для случая с углом, меньшим 60 градусов: +1 первичный
балл;

� приведено доказательство нахождения точки пересечения серединного перпендикуляра и
биссектрисы внутри треугольника: +1 первичный балл.

Solution (ENG). Let 𝐵𝐶 = 2 · 𝐴𝐵 (𝐴𝐵𝐶 is the original triangle). Let’s consider two cases
separately: when ∠𝐴𝐵𝐶 < 60∘, and when ∠𝐴𝐵𝐶 = 60∘.

In the first case, the following dissection is suitable: mark the point 𝐷 where the perpendicular
bisector of 𝐵𝐶 intersects with the bisector of angle 𝐴𝐵𝐶 and divide the triangle into parts as shown
by the picture below.

We prove the correctness of the construction. Point 𝐷 by construction is located inside the angle formed
by rays 𝐵𝐴 and 𝐵𝐶, and at the same time ∠𝐷𝐶𝐵 = ∠𝐷𝐵𝐶 = ∠𝐷𝐵𝐴 = 1

2
∠𝐴𝐵𝐶 and ∠𝐷𝐴𝐵 =

∠𝐷𝑀𝐵 = 90∘, whence ∠𝐷𝐴𝐵+∠𝐴𝐵𝐶+∠𝐵𝐶𝐷 = 3
2
∠𝐴𝐵𝐶+90∘ < 3

2
·60∘+90∘ = 180∘, that is, point

𝐷 will actually be located strictly inside triangle 𝐴𝐵𝐶. The equality of triangles 𝐴𝐷𝐵,𝑀𝐷𝐵,𝑀𝐷𝐶 is
obvious from the construction, and the fact that triangle 𝐴𝐷𝐶 is not equal to them follows, for example,
from the fact that it is obtuse-angled (∠𝐴𝐷𝐶 = 360∘ − 3 · ∠𝐴𝐷𝐵 > 360∘ − 3 · 90∘ = 90∘), while the
others are right-angled.

In the second case (when ∠𝐴𝐵𝐶 = 60∘), we have a triangle with angles 30∘, 60∘, 90∘: we draw the
median 𝐴𝑀 to its hypotenuse and divide the resulting equilateral triangle 𝐴𝐵𝑀 with center 𝐸 into
three equal triangular parts, as shown by the picture below.
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The equality of triangles 𝐴𝐸𝐵,𝐵𝐸𝑀,𝑀𝐸𝐴 is obvious from the construction, and the fact that triangle
𝐴𝑀𝐶 is not equal to them follows, for example, from the fact that its largest side is greater than the
largest sides of these triangles (𝐴𝐶 > 𝐴𝑀 , since ∠𝐴𝑀𝐶 > 120∘ is the largest in triangle 𝐴𝑀𝐶).

Criteria:

� a correct example is given for the case with an angle of 60 degrees: +1 pre-point;

� a correct example is proven for the case with an angle of 60 degrees: +1 pre-point;

� a correct example is given for the case with an angle less than 60 degrees: +1 pre-point;

� a correct example is proven for the case with an angle less than 60 degrees: +1 pre-point;

� a proof of finding the intersection point of the perpendicular bisector and the bisector inside the
triangle is given: +1 pre-point.

Task 6. Игровое поле представляет собой доску размера 5 × 5, на которой расставлены белые
и черные фишки, как показано на рисунке. Аня и Боря играют в игру: сначала Аня убирает
с доски любую черную фишку по своему усмотрению, затем Аня и Боря по очереди (начинает
Аня) передвигают фишки: Аня передвигает белую фишку на соседнее с ней пустое поле, а Боря –
черную фишку на соседнее с ней пустое поле. Игра заканчивается, когда один из игроков не может
сделать ход. Кто из игроков выиграет при правильной игре, т.е. независимо от ходов соперника?
Опишите победную стратегию и докажите, что она является таковой.

The board is a 5× 5 square with white and black pieces arranged as shown in the picture above. Anya
and Borya play a game: first, Anya removes any black piece she chooses from the board. Then, Anya
and Borya take turns (Anya starts) moving pieces: Anya moves a white piece to an adjacent empty
space, and Borya moves a black piece to an adjacent empty space. The game ends when one of the
players cannot make a move. Which player will win if he (or she) plays correctly, i.e., regardless of the
opponent’s moves? Describe the winning strategy and prove it.

Решение (RUS). Докажем, что выигрывает Боря. После того, как Аня уберет с доски
черную фишку, Боря разобьет доску на доминошки (прямоугольники 1×2) – легко видеть, что это
всегда можно сделать. Тогда каждым своим ходом Аня освобождает белую клетку в некоторой
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доминошке, и Боря может поставить в эту клетку черную фишку из этой доминошки. Таким
образом, Боря всегда может сделать ход, если ход перед ним сделала Аня.

Докажем, что игра не может продолжаться бесконечно долго. Покрасим клетки доски в чер-
ный и белый цвета так, чтобы в изначальной расстановке черные фишки стояли бы на черных
клетках, а белые фишки – на белых клетках. Заметим, что Аня в начале игры освобождает черную
клетку, а затем передвигает фишку с белой клетки на черную, освобождая таким образом белую
клетку. Аналогично, Боря своим ходом передвигает фишку с черной клетки на белую, освобож-
дая черную клетку, и т.д. Таким образом, Аня может передвигать только белые фишки с белых
клеток на черные, а Боря может передвигать только черные фишки с черных полей на белые.
Отсюда следует, что каждую фишку можно передвинуть не более одного раза. Значит, поскольку
на доске изначально есть 12 белых и 12 черных фишек (после того, как Аня уберет одну фишку
в начале игры), не позднее чем через 24 хода (12 ходов Ани и 12 ходов Бори) игра закончится.

Критерии оценивания:

� доказано, что игра обязательно закончится: +2 первичных балла;

� дан верный ответ, приведена и верно обоснована победная стратегия: +3 первичных балла;

� допущены незначительные ошибки: -1 первичный балл за каждую.

Solution (ENG). Let’s prove that Borya wins. After Anya removes the black piece from the
board, Borya will split the board into dominoes (rectangles of 1 × 2) – it’s easy to see that this can
always be done. Then, with each move, Anya frees a white square in some domino, and Borya can place
a black piece from that domino in that square. Thus, Borya can always make a move if Anya made a
move before him.

Let’s prove that the game cannot continue indefinitely. We paint the board black and white so that
initially black pieces stand on black cells and white pieces stand on white cells. Note that Anya vacates
a black cell at the start of the game, then moves a piece from a white cell to a black cell, thus vacating
the white cell. Similarly, Borya moves a piece from a black cell to a white cell, thus vacating the black
cell, and so on. Thus, Anya can only move white pieces from white cells to black cells, and Borya can
only move black pieces from black cells to white cells. It follows that each piece can be moved no more
than once. Therefore, since there are initially 12 white and 12 black pieces on the board (after Anya
removes one piece at the start of the game), the game will end in no later than 24 moves (12 of Anya’s
moves and 12 of Borya’s moves).

Criteria:

� the game is proven to be over sooner or later: +2 pre-points;

� the correct answer is given, and the winning strategy is presented and correctly justified: +3
pre-points;

� minor errors were made: -1 pre-point for each.
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9𝑡ℎ degree

Task 1.

1. В тетради 12 листов. Сколькими способами можно вставить 7 одинаковых закладок меж-
ду листами так, чтобы между каждой парой соседних листов было не более одной закладки?

There are 12 sheets in a notebook. In how many ways can 7 identical bookmarks be inserted
between the sheets in such way that there is at most one bookmark between each pair of adjacent
sheets?

Answer: 330

2. В тетради 16 листов. Сколькими способами можно вставить 13 одинаковых закладок меж-
ду листами так, чтобы между каждой парой соседних листов было не более одной закладки?

There are 16 sheets in a notebook. In how many ways can 13 identical bookmarks be inserted
between the sheets in such way that there is at most one bookmark between each pair of adjacent
sheets?

Answer: 105

3. В тетради 12 листов. Сколькими способами можно вставить 8 одинаковых закладок меж-
ду листами так, чтобы между каждой парой соседних листов было не более одной закладки?

There are 12 sheets in a notebook. In how many ways can 8 identical bookmarks be inserted
between the sheets in such way that there is at most one bookmark between each pair of adjacent
sheets?

Answer: 165

4. В тетради 16 листов. Сколькими способами можно вставить 12 одинаковых закладок меж-
ду листами так, чтобы между каждой парой соседних листов было не более одной закладки?

There are 16 sheets in a notebook. In how many ways can 12 identical bookmarks be inserted
between the sheets in such way that there is at most one bookmark between each pair of adjacent
sheets?

Answer: 455

Решение (RUS). (представлено решение варианта №1, остальные решаются аналогично)
Есть 12 − 1 = 11 промежутков между соседними страницами, поэтому есть ровно 𝐶7

11 = 330 спо-
собов расположить 7 одинаковых закладок.
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Solution (ENG). (given a solution to version 1 of the task since others are solved similarly)
There are 12− 1 = 11 spaces between adjacent pages, so there are exactly

(︀
11
7

)︀
= 330 ways to arrange

7 identical bookmarks.

Task 2.

1. Найдите остаток от деления 5157 на 23.

Find the remainder of 5157 divided by 23.

Answer: 10

2. Найдите остаток от деления 7274 на 17.

Find the remainder of 7274 divided by 17.

Answer: 15

3. Найдите остаток от деления 3539 на 29.

Find the remainder of 3539 divided by 29.

Answer: 12

4. Найдите остаток от деления 11122 на 13.

Find the remainder of 11122 divided by 13.

Answer: 4

Решение (RUS). (представлено решение варианта №1, остальные решаются аналогично)
Согласно малой теореме Ферма, 𝑎𝑝−1 ≡ 1 (mod 𝑝) для простого 𝑝 и не кратного ему натурального
𝑎. Имеем

5157 = (522)7 · 53 ≡ 17 · 53 ≡ 125 ≡ 10 (mod 23)

Solution (ENG). (given a solution to version 1 of the task since others are solved similarly)
According to Fermat’s little theorem, 𝑎𝑝−1 ≡ 1 (mod 𝑝) for a prime 𝑝 and a positive integer 𝑎 that is
not a multiple of it. We have

5157 = (522)7 · 53 ≡ 17 · 53 ≡ 125 ≡ 10 (mod 23)

Task 3.
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1. Для некоторых вещественных 𝑎 и 𝑏 решения

𝑎 6 𝑥2 + 2𝑥− 3 6 𝑏,

отмеченные на координатной оси, образуют два непересекающихся отрезка суммарной дли-
ны 10. Найдите значение величины

√
4 + 𝑏 +

√
4 + 𝑎 при 𝑏 − 𝑎 = 40, при необходимости

округлив его до тысячных.

Given real numbers 𝑎 and 𝑏. All the solutions of the inequalities

𝑎 6 𝑥2 + 2𝑥− 3 6 𝑏

form two non-intersecting segments (on the coordinate axis) of total length 10. Find the value of√
4 + 𝑏+

√
4 + 𝑎 while 𝑏− 𝑎 = 40. Round your answer to 3 decimal places if neccessary.

Answer: 8

2. Для некоторых вещественных 𝑎 и 𝑏 решения

𝑎 6 𝑥2 + 2𝑥− 3 6 𝑏,

отмеченные на координатной оси, образуют два непересекающихся отрезка суммарной длины
5. Найдите значение величины

√
4 + 𝑏+

√
4 + 𝑎 при 𝑏− 𝑎 = 40, при необходимости округлив

его до тысячных.

Given real numbers 𝑎 and 𝑏. All the solutions of the inequalities

𝑎 6 𝑥2 + 2𝑥− 3 6 𝑏

form two non-intersecting segments (on the coordinate axis) of total length 5. Find the value of√
4 + 𝑏+

√
4 + 𝑎 while 𝑏− 𝑎 = 40. Round your answer to 3 decimal places if neccessary.

Answer: 16

3. Для некоторых вещественных 𝑎 и 𝑏 решения

𝑎 6 𝑥2 − 5𝑥+ 6 6 𝑏,

отмеченные на координатной оси, образуют два непересекающихся отрезка суммарной дли-
ны 16. Найдите значение величины

√
1 + 4𝑏 +

√
1 + 4𝑎 при 𝑏 − 𝑎 = 40, при необходимости

округлив его до тысячных.

Given real numbers 𝑎 and 𝑏. All the solutions of the inequalities

𝑎 6 𝑥2 − 5𝑥+ 6 6 𝑏

form two non-intersecting segments (on the coordinate axis) of total length 16. Find the value of√
1 + 4𝑏+

√
1 + 4𝑎 while 𝑏− 𝑎 = 40. Round your answer to 3 decimal places if neccessary.

Answer: 10
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4. Для некоторых вещественных 𝑎 и 𝑏 решения

𝑎 6 𝑥2 − 5𝑥+ 6 6 𝑏,

отмеченные на координатной оси, образуют два непересекающихся отрезка суммарной дли-
ны 8. Найдите значение величины

√
1 + 4𝑏 +

√
1 + 4𝑎 при 𝑏 − 𝑎 = 40, при необходимости

округлив его до тысячных.

Given real numbers 𝑎 and 𝑏. All the solutions of the inequalities

𝑎 6 𝑥2 − 5𝑥+ 6 6 𝑏

form two non-intersecting segments (on the coordinate axis) of total length 8. Find the value of√
1 + 4𝑏+

√
1 + 4𝑎 while 𝑏− 𝑎 = 40. Round your answer to 3 decimal places if neccessary.

Answer: 20

Решение (RUS). (представлено решение варианта №1, остальные решаются аналогично)
Пусть равенство 𝑎 = 𝑥2+2𝑥−3 выполняется для точек 𝑙𝑎, 𝑟𝑎 (𝑙𝑎 6 𝑟𝑎). Если равенство не достигает-
ся, т.е. это квадратное уравнение не имеет корней, то в условиях задачи не могло получиться двух
отрезков решений. Аналогично, должны существовать корни 𝑙𝑏 6 𝑟𝑏 для равенства 𝑥2+2𝑥−3 = 𝑏.
Тогда в силу 𝑎 < 𝑏 получаем, что [𝑙𝑎, 𝑟𝑎] ⊂ [𝑙𝑏, 𝑟𝑏] и 10 = (𝑟𝑏 − 𝑙𝑏) − (𝑟𝑎 − 𝑙𝑎). Эта величина вычис-
ляется, например, по формуле корней квадратного уравнения, и равна

10 =
√︀

(1− (−3))2 + 4𝑏−
√︀
(1− (−3))2 + 4𝑎 = 2 · (

√
4 + 𝑏−

√
4 + 𝑎) =

2(𝑏− 𝑎)√
4 + 𝑏+

√
4 + 𝑎

,

что приводит к
√
4 + 𝑏+

√
4 + 𝑎 = 2(𝑏− 𝑎)/10 = 80/10 = 8.

Solution (ENG). (given a solution to version 1 of the task since others are solved similarly)
Let the equality 𝑎 = 𝑥2 + 2𝑥 − 3 be satisfied for the points 𝑙𝑎, 𝑟𝑎 (𝑙𝑎 6 𝑟𝑎). If equality does not hold,
i.e. this quadratic equation has no roots, then we cannot have two segments mentioned. Similarly, there
must be roots 𝑙𝑏 6 𝑟𝑏 for the equality 𝑥2 + 2𝑥− 3 = 𝑏. Then (by 𝑎 < 𝑏) we obtain [𝑙𝑎, 𝑟𝑎] ⊂ [𝑙𝑏, 𝑟𝑏] and
10 = (𝑟𝑏 − 𝑙𝑏) − (𝑟𝑎 − 𝑙𝑎). This value is calculated, for example, using the formula for the roots of a
quadratic equation, and is equal to

10 =
√︀

(1− (−3))2 + 4𝑏−
√︀
(1− (−3))2 + 4𝑎 = 2 · (

√
4 + 𝑏−

√
4 + 𝑎) =

2(𝑏− 𝑎)√
4 + 𝑏+

√
4 + 𝑎

,

which leads to
√
4 + 𝑏+

√
4 + 𝑎 = 2(𝑏− 𝑎)/10 = 80/10 = 8.

Task 4.

1. Числа 1, 2, 3, . . . , 36 выписали по кругу в указанном порядке по часовой стрелке. Каждую
секунду разрешается поменять местами два соседних числа. За какое наименьшее количе-
ство секунд можно добиться того, что все числа будут расположены в обратном порядке, т.е.
1, 2, 3, . . . , 36 против часовой стрелки?

The numbers 1, 2, 3, . . . , 36 are placed on a circle in the given order clockwise. Every second, two
adjacent numbers are allowed to swap places. What is the smallest number of seconds it takes to
arrange all the numbers in reverse order, i.e. 1, 2, 3, . . . , 36 counterclockwise?

Answer: 306
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2. Числа 1, 2, 3, . . . , 60 выписали по кругу в указанном порядке по часовой стрелке. Каждую
секунду разрешается поменять местами два соседних числа. За какое наименьшее количе-
ство секунд можно добиться того, что все числа будут расположены в обратном порядке, т.е.
1, 2, 3, . . . , 60 против часовой стрелки?

The numbers 1, 2, 3, . . . , 60 are placed on a circle in the given order clockwise. Every second, two
adjacent numbers are allowed to swap places. What is the smallest number of seconds it takes to
arrange all the numbers in reverse order, i.e. 1, 2, 3, . . . , 60 counterclockwise?

Answer: 870

3. Числа 1, 2, 3, . . . , 24 выписали по кругу в указанном порядке по часовой стрелке. Каждую
секунду разрешается поменять местами два соседних числа. За какое наименьшее количе-
ство секунд можно добиться того, что все числа будут расположены в обратном порядке, т.е.
1, 2, 3, . . . , 24 против часовой стрелки?

The numbers 1, 2, 3, . . . , 24 are placed on a circle in the given order clockwise. Every second, two
adjacent numbers are allowed to swap places. What is the smallest number of seconds it takes to
arrange all the numbers in reverse order, i.e. 1, 2, 3, . . . , 24 counterclockwise?

Answer: 132

4. Числа 1, 2, 3, . . . , 40 выписали по кругу в указанном порядке по часовой стрелке. Каждую
секунду разрешается поменять местами два соседних числа. За какое наименьшее количе-
ство секунд можно добиться того, что все числа будут расположены в обратном порядке, т.е.
1, 2, 3, . . . , 40 против часовой стрелки?

The numbers 1, 2, 3, . . . , 40 are placed on a circle in the given order clockwise. Every second, two
adjacent numbers are allowed to swap places. What is the smallest number of seconds it takes to
arrange all the numbers in reverse order, i.e. 1, 2, 3, . . . , 40 counterclockwise?

Answer: 380

Решение (RUS). (представлено решение варианта №1, остальные решаются аналогично)
Будем считать, что числа расположены в вершинах правильного 𝑛-угольника, а требуемое мини-
мальное число перестановок обозначим за 𝑓(𝑛). Чтобы поменять местами числа, расположенные
друг от друга «на расстоянии» 𝑘 сторон нашего многоугольника (считаем 𝑘 6 𝑛/2, иначе будем
переставлять вдоль другой дуги окружности, описанной около 𝑛-угольника), требуется не менее
[(𝑘 − 1)/2] секунд ([𝑡] – целая часть числа 𝑡), т.е. 𝑓(𝑛) > 𝑓(𝑛− 1) + [(𝑛− 1)/2] – значит,

𝑓(2𝑘) > 1 + [3/2] + [5/2] + · · ·+ [(2𝑘 − 1)/2] = 2(1 + 2 + · · ·+ (𝑘 − 1)) = 𝑘2 − 𝑘

𝑓(2𝑘 + 1) > 𝑓(2𝑘) + [2𝑘/2] = 𝑘2

На то, чтобы поменять порядок следования чисел 1, 2, . . . , 𝑘 на противоположный, будем после-
довательно переставлять 1 и 2, 1 и 3, ... 1 и 𝑘, затем 2 и 3, 2 и 4, ...,2 и 𝑘 и т.д. – потребуется
(𝑘− 1)+ (𝑘+2)+ · · ·+1 = (𝑘2 − 𝑘)/2 секунд. Для того, чтобы переставить остальные 𝑛− 𝑘 чисел,
потребуется еще (𝑛− 𝑘)(𝑛− 𝑘 − 1)/2 секунд – итого (𝑛2 − 2𝑛)/4 секунд для четного 𝑛.
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Solution (ENG). (given a solution to version 1 of the task since others are solved similarly)
We assume that the numbers are located at the vertices of a regular 𝑛-gon, and denote the required
minimum number of permutations by 𝑓(𝑛). To swap numbers located at a distance of 𝑘 sides of our
polygon (we assume 𝑘 6 𝑛/2, otherwise we will swap along another arc of the circle described about the
𝑛-gon), it takes at least [(𝑘−1)/2] seconds ([𝑡] is the integer part of 𝑡), i.e. 𝑓(𝑛) > 𝑓(𝑛−1)+ [(𝑛−1)/2]
– therefore,

𝑓(2𝑘) > 1 + [3/2] + [5/2] + · · ·+ [(2𝑘 − 1)/2] = 2(1 + 2 + · · ·+ (𝑘 − 1)) = 𝑘2 − 𝑘

𝑓(2𝑘 + 1) > 𝑓(2𝑘) + [2𝑘/2] = 𝑘2

To reverse the order of the numbers 1, 2, . . . , 𝑘, we permute 1 and 2, 1 and 3, ... 1 and 𝑘, then 2 and 3,
2 and 4, ..., 2 and 𝑘, etc. – it would take (𝑘− 1) + (𝑘 + 2) + · · ·+ 1 = (𝑘2 − 𝑘)/2 seconds. To rearrange
the remaining 𝑛− 𝑘 numbers, it will take another (𝑛− 𝑘)(𝑛− 𝑘− 1)/2 seconds – a total of (𝑛2 − 2𝑛)/4
seconds for an even 𝑛.

Task 5. Игровое поле представляет собой доску размера 5 × 5, на которой расставлены белые
и черные фишки, как показано на рисунке. Аня и Боря играют в игру: сначала Аня убирает
с доски любую черную фишку по своему усмотрению, затем Аня и Боря по очереди (начинает
Аня) передвигают фишки: Аня передвигает белую фишку на соседнее с ней пустое поле, а Боря –
черную фишку на соседнее с ней пустое поле. Игра заканчивается, когда один из игроков не может
сделать ход. Кто из игроков выиграет при правильной игре, т.е. независимо от ходов соперника?
Опишите победную стратегию и докажите, что она является таковой.

The board is a 5× 5 square with white and black pieces arranged as shown in the picture above. Anya
and Borya play a game: first, Anya removes any black piece she chooses from the board. Then, Anya
and Borya take turns (Anya starts) moving pieces: Anya moves a white piece to an adjacent empty
space, and Borya moves a black piece to an adjacent empty space. The game ends when one of the
players cannot make a move. Which player will win if he (or she) plays correctly, i.e., regardless of the
opponent’s moves? Describe the winning strategy and prove it.

Решение (RUS). Докажем, что выигрывает Боря. После того, как Аня уберет с доски
черную фишку, Боря разобьет доску на доминошки (прямоугольники 1×2) – легко видеть, что это
всегда можно сделать. Тогда каждым своим ходом Аня освобождает белую клетку в некоторой
доминошке, и Боря может поставить в эту клетку черную фишку из этой доминошки. Таким
образом, Боря всегда может сделать ход, если ход перед ним сделала Аня.

Докажем, что игра не может продолжаться бесконечно долго. Покрасим клетки доски в чер-
ный и белый цвета так, чтобы в изначальной расстановке черные фишки стояли бы на черных
клетках, а белые фишки – на белых клетках. Заметим, что Аня в начале игры освобождает черную
клетку, а затем передвигает фишку с белой клетки на черную, освобождая таким образом белую
клетку. Аналогично, Боря своим ходом передвигает фишку с черной клетки на белую, освобож-
дая черную клетку, и т.д. Таким образом, Аня может передвигать только белые фишки с белых
клеток на черные, а Боря может передвигать только черные фишки с черных полей на белые.
Отсюда следует, что каждую фишку можно передвинуть не более одного раза. Значит, поскольку
на доске изначально есть 12 белых и 12 черных фишек (после того, как Аня уберет одну фишку
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в начале игры), не позднее чем через 24 хода (12 ходов Ани и 12 ходов Бори) игра закончится.

Критерии оценивания:

� доказано, что игра обязательно закончится: +2 первичных балла;

� дан верный ответ, приведена и верно обоснована победная стратегия: +3 первичных балла;

� допущены незначительные ошибки: -1 первичный балл за каждую.

Solution (ENG). Let’s prove that Borya wins. After Anya removes the black piece from the
board, Borya will split the board into dominoes (rectangles of 1 × 2) – it’s easy to see that this can
always be done. Then, with each move, Anya frees a white square in some domino, and Borya can place
a black piece from that domino in that square. Thus, Borya can always make a move if Anya made a
move before him.

Let’s prove that the game cannot continue indefinitely. We paint the board black and white so that
initially black pieces stand on black cells and white pieces stand on white cells. Note that Anya vacates
a black cell at the start of the game, then moves a piece from a white cell to a black cell, thus vacating
the white cell. Similarly, Borya moves a piece from a black cell to a white cell, thus vacating the black
cell, and so on. Thus, Anya can only move white pieces from white cells to black cells, and Borya can
only move black pieces from black cells to white cells. It follows that each piece can be moved no more
than once. Therefore, since there are initially 12 white and 12 black pieces on the board (after Anya
removes one piece at the start of the game), the game will end in no later than 24 moves (12 of Anya’s
moves and 12 of Borya’s moves).

Criteria:

� the game is proven to be over sooner or later: +2 pre-points;

� the correct answer is given, and the winning strategy is presented and correctly justified: +3
pre-points;

� minor errors were made: -1 pre-point for each.

Task 6. В неравнобедренном треугольнике 𝐴𝐵𝐶 проведена биссектриса 𝐴𝐿, а также биссектри-
са внешнего угла 𝐴, повторно пересекающая описанную окружность треугольника в точке 𝑁 .
Прямая 𝑁𝐿 повторно пересекает описанную окружность треугольника в точке 𝑃 ; точка 𝐼 – центр
вписанной окружности△𝐴𝐵𝐶. Докажите, что описанные окружности треугольников 𝐵𝐼𝐶 и 𝐿𝑃𝐶
касаются.

In a non-isosceles triangle 𝐴𝐵𝐶 the bisector 𝐴𝐿 is drawn; the bisector of the external angle 𝐴
intersects the circumcircle of the triangle at point 𝑁 . The line 𝑁𝐿 intersects the circumcircle of the
triangle at point 𝑃 ; point 𝐼 is the incenter of △𝐴𝐵𝐶. Prove that the circumcircles of triangles 𝐵𝐼𝐶
and 𝐿𝑃𝐶 are tangent to each other.

Решение (RUS). Продлим биссектрису 𝐴𝐿 до повторного пересечения с окружностью в
точке 𝑊 , середины дуги 𝐵𝐶 этой окружности, не содержащей точку 𝐴, а точка 𝑁 повторного
пересечения биссектрисы внешнего угла 𝐴 треугольника с его описанной окружностью – середина
дуги 𝐵𝐴𝐶. Также заметим, что, по лемме о трезубце,𝑊𝐵 = 𝑊𝐶 = 𝑊𝐼, то есть𝑊 – центр окруж-
ности (𝐵𝐼𝐶). Проведём прямую 𝑁𝐶 и докажем, что обе окружности (𝐵𝐼𝐶) и (𝐿𝑃𝐶) касаются её
в точке 𝐶, откуда сразу будет следовать требуемое.
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Чтобы проверить касание 𝑁𝐶 и (𝐵𝐼𝐶), достаточно показать, что величина угла 𝑁𝐶𝐵 равна
половине градусной меры дуги 𝐵𝐼𝐶 в окружности (𝐵𝐼𝐶). Но угол 𝐵𝑊𝐶 – центральный в этой
окружности, и потому действительно ∠𝑁𝐶𝐵 = ∠𝑁𝑊𝐵 = 1

2
∠𝐵𝑊𝐶 – половина градусной меры

дуги 𝐵𝐼𝐶 (либо можно сразу заметить, что ∠𝑊𝐶𝑁 = 90∘ как вписанный, опирающийся на диа-
метр 𝑊𝑁). Наконец, чтобы проверить касание 𝑁𝐶 и (𝐿𝑃𝐶), достаточно показать, что величина
угла 𝑁𝐶𝐿 равна величине вписанного угла, опирающегося на соответствующую дугу в окружно-
сти (𝐿𝑃𝐶). Это действительно так, поскольку ∠𝑁𝐶𝐿 = ∠𝑁𝐶𝐵 – половина градусной меры дуг
𝑁𝐵,𝑁𝐶, т.е. ∠𝑁𝐶𝐿 = ∠𝑁𝑃𝐶 = ∠𝐿𝑃𝐶.

Критерии оценивания:

� приведена идея решения – 1 первичный балл;

� приведена и частично реализована плодотворная идея решения, но вычисления опущены
или выполнены с ошибкой – 2 первичных балла;

� полное и обоснованное решение – 5 первичных баллов.

Solution (ENG). Extend the bisector 𝐴𝐿 until it intersects the circle at point 𝑊 , the midpoint
of the arc 𝐵𝐶 of this circle that does not contain point 𝐴. The point 𝑁 of the second intersection of
the bisector of the exterior angle 𝐴 of the triangle with its circumscribed circle is the midpoint of the
arc 𝐵𝐴𝐶. Also note that, by the trident lemma, 𝑊𝐵 = 𝑊𝐶 = 𝑊𝐼, meaning 𝑊 is the center of circle
(𝐵𝐼𝐶). Draw line 𝑁𝐶 and prove that both circles (𝐵𝐼𝐶) and (𝐿𝑃𝐶) touch it at point 𝐶, from which
the required result immediately follows.

To verify the touch of 𝑁𝐶 and (𝐵𝐼𝐶), it suffices to show that the measure of angle 𝑁𝐶𝐵 is equal
to half the degree measure of arc 𝐵𝐼𝐶 in circle (𝐵𝐼𝐶). But the angle 𝐵𝑊𝐶 is central in this circle, and
therefore ∠𝑁𝐶𝐵 = ∠𝑁𝑊𝐵 = 1

2
∠𝐵𝑊𝐶 is indeed half the degree measure of the arc 𝐵𝐼𝐶 (or one can

immediately notice that ∠𝑊𝐶𝑁 = 90∘ as the inscribed angle subtended by the diameter 𝑊𝑁). Finally,
to verify the tangency of 𝑁𝐶 and (𝐿𝑃𝐶), it suffices to show that the value of angle 𝑁𝐶𝐿 is equal to the
value of the inscribed angle subtended by the corresponding arc in the circle (𝐿𝑃𝐶). This is indeed so,
since ∠𝑁𝐶𝐿 = ∠𝑁𝐶𝐵 is half the degree measure of the arcs 𝑁𝐵,𝑁𝐶, i.e. ∠𝑁𝐶𝐿 = ∠𝑁𝑃𝐶 = ∠𝐿𝑃𝐶.

Criteria:

� an idea of a solution provided – 1 pre-point;

� a fruitful idea provided and partially implemented, but calculations omitted or performed with a
mistake – 2 pre-points;
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� a complete and justified solution – 5 pre-points.
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10𝑡ℎ degree

Task 1.

1. Смежные стороны прямоугольника равны 𝑥 см и 𝑦 см, где 𝑥, 𝑦 – положительные целые чис-
ла; периметр прямоугольника равен 𝑃 см, а площадь – 𝑆 см2. Найдите количество таких
прямоугольников, если 𝑆 = 12 · 𝑃 . Прямоугольники 𝑥× 𝑦 и 𝑦 × 𝑥, конечно, одинаковые.

Adjacent sides of a rectangle are 𝑥 cm and 𝑦 cm, where 𝑥, 𝑦 are positive integers; the perimeter
of the rectangle is 𝑃 cm, and its area is 𝑆 cm2. Find the number of such rectangles if 𝑆 = 12 · 𝑃 .
Rectangles 𝑥× 𝑦 and 𝑦 × 𝑥 are equal.

Answer: 11

2. Смежные стороны прямоугольника равны 𝑥 см и 𝑦 см, где 𝑥, 𝑦 – положительные целые чис-
ла; периметр прямоугольника равен 𝑃 см, а площадь – 𝑆 см2. Найдите количество таких
прямоугольников, если 𝑆 = 24 · 𝑃 . Прямоугольники 𝑥× 𝑦 и 𝑦 × 𝑥, конечно, одинаковые.

Adjacent sides of a rectangle are 𝑥 cm and 𝑦 cm, where 𝑥, 𝑦 are positive integers; the perimeter
of the rectangle is 𝑃 cm, and its area is 𝑆 cm2. Find the number of such rectangles if 𝑆 = 24 · 𝑃 .
Rectangles 𝑥× 𝑦 and 𝑦 × 𝑥 are equal.

Answer: 14

3. Смежные стороны прямоугольника равны 𝑥 см и 𝑦 см, где 𝑥, 𝑦 – положительные целые чис-
ла; периметр прямоугольника равен 𝑃 см, а площадь – 𝑆 см2. Найдите количество таких
прямоугольников, если 𝑆 = 16 · 𝑃 . Прямоугольники 𝑥× 𝑦 и 𝑦 × 𝑥, конечно, одинаковые.

Adjacent sides of a rectangle are 𝑥 cm and 𝑦 cm, where 𝑥, 𝑦 are positive integers; the perimeter
of the rectangle is 𝑃 cm, and its area is 𝑆 cm2. Find the number of such rectangles if 𝑆 = 16 · 𝑃 .
Rectangles 𝑥× 𝑦 and 𝑦 × 𝑥 are equal.

Answer: 6

4. Смежные стороны прямоугольника равны 𝑥 см и 𝑦 см, где 𝑥, 𝑦 – положительные целые чис-
ла; периметр прямоугольника равен 𝑃 см, а площадь – 𝑆 см2. Найдите количество таких
прямоугольников, если 𝑆 = 36 · 𝑃 . Прямоугольники 𝑥× 𝑦 и 𝑦 × 𝑥, конечно, одинаковые.

Adjacent sides of a rectangle are 𝑥 cm and 𝑦 cm, where 𝑥, 𝑦 are positive integers; the perimeter
of the rectangle is 𝑃 cm, and its area is 𝑆 cm2. Find the number of such rectangles if 𝑆 = 36 · 𝑃 .
Rectangles 𝑥× 𝑦 and 𝑦 × 𝑥 are equal.

Answer: 18

Решение (RUS). (представлено решение варианта №1, остальные решаются аналогично)
Из условия имеем 𝑥𝑦 = 24(𝑥 + 𝑦), откуда (𝑥 − 24)(𝑦 − 24) = 576 = 26 · 32 – у последнего числа
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(6 + 1)(2 + 1) = 21 делитель, причем все делители, кроме 24, разбиваются на пары 𝑎, 𝑏, для ко-
торых 𝑎 · 𝑏 = 576, причем каждая пара порождает равные прямоугольники. Значит, общее число
различных прямоугольников равно (21 + 1)/2 = 11.

Solution (ENG). (given a solution to version 1 of the task since others are solved similarly)
We have 𝑥𝑦 = 24(𝑥+𝑦), whence (𝑥−24)(𝑦−24) = 576 = 26 ·32 – the last number has (6+1)(2+1) = 21
divisors, and all divisors (except 24) are divided into pairs 𝑎, 𝑏, for which 𝑎 · 𝑏 = 576, and each pair
generates equal rectangles. Therefore, the total number of different rectangles is (21 + 1)/2 = 11.

Task 2.

1. Дан набор цифр: 0, 1, 2, 2, 7, 0, 6, 6, 4, 8. Разрешается удалить одну из них, а из остальных со-
ставить десятичную запись 9-значного числа, кратного 75. Сколько различных чисел можно
получить таким образом? Число не может начинаться с цифры «0».

Given a set of digits: 0, 1, 2, 2, 7, 0, 6, 6, 4, 8. It is allowed to delete one of them and use the remaining
digits to form a decimal representation of a 9-digit number that is a multiple of 75. How many
different numbers can be obtained this way? A number cannot begin with the digit «0».

Answer: 2520

2. Дан набор цифр: 0, 0, 1, 1, 1, 2, 5, 6, 7, 8. Разрешается удалить одну из них, а из остальных со-
ставить десятичную запись 9-значного числа, кратного 60. Сколько различных чисел можно
получить таким образом? Число не может начинаться с цифры «0».

Given a set of digits: 0, 0, 1, 1, 1, 2, 5, 6, 7, 8. It is allowed to delete one of them and use the remaining
digits to form a decimal representation of a 9-digit number that is a multiple of 60. How many
different numbers can be obtained this way? A number cannot begin with the digit «0».

Answer: 12000

3. Дан набор цифр: 0, 0, 1, 2, 5, 6, 7, 7, 8, 9. Разрешается удалить одну из них, а из остальных со-
ставить десятичную запись 9-значного числа, кратного 225. Сколько различных чисел можно
получить таким образом? Число не может начинаться с цифры «0».

Given a set of digits: 0, 0, 1, 2, 5, 6, 7, 7, 8, 9. It is allowed to delete one of them and use the remaining
digits to form a decimal representation of a 9-digit number that is a multiple of 225. How many
different numbers can be obtained this way? A number cannot begin with the digit «0».

Answer: 16380

4. Дан набор цифр: 0, 1, 1, 1, 2, 2, 5, 6, 9, 9. Разрешается удалить одну из них, а из остальных со-
ставить десятичную запись 9-значного числа, кратного 180. Сколько различных чисел можно
получить таким образом? Число не может начинаться с цифры «0».



Innopolis Open 2025/26 in Mathematics 1𝑠𝑡 qualifying round

Given a set of digits: 0, 1, 1, 1, 2, 2, 5, 6, 9, 9. It is allowed to delete one of them and use the remaining
digits to form a decimal representation of a 9-digit number that is a multiple of 180. How many
different numbers can be obtained this way? A number cannot begin with the digit «0».

Answer: 1260

Решение (RUS). (представлено решение варианта №1, остальные решаются аналогично)
Чтобы число делилось на 75, необходимо и достаточно, чтобы оно делилось на 3 и на 25. Чтобы
полученное число делилось на 25, оно должно оканчиваться на 00, 25, 50 или 75, но цифры 5 в
наборе нет, поэтому требуемое число оканчивается на 00, и цифру 0 удалять нельзя. Чтобы число
делилось на 3, требуется, чтобы сумма его цифр делилась на 3. Сумма цифр приведенного набора
равна 0 + 1 + 2 + 2 + 7 + 0 + 6 + 6 + 4 + 8 = 36 – значит, чтобы сумма цифр требуемого числа
делилась на 3. Итак, можно удалить только цифру 6.

Удалив цифру 6, мы получим число вида 𝑎1𝑎2𝑎3𝑎4𝑎5𝑎6𝑎700, где 𝑎1, . . . , 𝑎7 – цифры 1,2,2,7,6,4,8
в некотором порядке, и есть 7!

2!
= 2520 способов переставить их всевозможными способами.

Solution (ENG). (given a solution to version 1 of the task since others are solved similarly)
For a number to be divisible by 75, it is necessary and sufficient that it be divisible by 3 and 25. For
the resulting number to be divisible by 25, it must end in 00, 25, 50, or 75, but the digit 5 is not in the
set, so the required number ends in 00, and any of the digits 0 cannot be removed. For a number to
be divisible by 3, the sum of its digits must be divisible by 3. The sum of the digits in the given set is
0 + 1 + 2 + 2 + 7 + 0 + 6 + 6 + 4 + 8 = 36, thus the sum of the digits of the desired number must be
divisible by 3. So, we can only remove the digit 6.

By removing the digit 6, we get a number of the form 𝑎1𝑎2𝑎3𝑎4𝑎5𝑎6𝑎700, where 𝑎1, . . . , 𝑎7 are the
digits 1,2,2,7,6,4,8 in some order, and there are 7!

2!
= 2520 ways to rearrange them.

Task 3.

1. Числа 1, 2, 3, . . . , 36 выписали по кругу в указанном порядке по часовой стрелке. Каждую
секунду разрешается поменять местами два соседних числа. За какое наименьшее количе-
ство секунд можно добиться того, что все числа будут расположены в обратном порядке, т.е.
1, 2, 3, . . . , 36 против часовой стрелки?

The numbers 1, 2, 3, . . . , 36 are placed on a circle in the given order clockwise. Every second, two
adjacent numbers are allowed to swap places. What is the smallest number of seconds it takes to
arrange all the numbers in reverse order, i.e. 1, 2, 3, . . . , 36 counterclockwise?

Answer: 306

2. Числа 1, 2, 3, . . . , 60 выписали по кругу в указанном порядке по часовой стрелке. Каждую
секунду разрешается поменять местами два соседних числа. За какое наименьшее количе-
ство секунд можно добиться того, что все числа будут расположены в обратном порядке, т.е.
1, 2, 3, . . . , 60 против часовой стрелки?

The numbers 1, 2, 3, . . . , 60 are placed on a circle in the given order clockwise. Every second, two
adjacent numbers are allowed to swap places. What is the smallest number of seconds it takes to
arrange all the numbers in reverse order, i.e. 1, 2, 3, . . . , 60 counterclockwise?
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Answer: 870

3. Числа 1, 2, 3, . . . , 24 выписали по кругу в указанном порядке по часовой стрелке. Каждую
секунду разрешается поменять местами два соседних числа. За какое наименьшее количе-
ство секунд можно добиться того, что все числа будут расположены в обратном порядке, т.е.
1, 2, 3, . . . , 24 против часовой стрелки?

The numbers 1, 2, 3, . . . , 24 are placed on a circle in the given order clockwise. Every second, two
adjacent numbers are allowed to swap places. What is the smallest number of seconds it takes to
arrange all the numbers in reverse order, i.e. 1, 2, 3, . . . , 24 counterclockwise?

Answer: 132

4. Числа 1, 2, 3, . . . , 40 выписали по кругу в указанном порядке по часовой стрелке. Каждую
секунду разрешается поменять местами два соседних числа. За какое наименьшее количе-
ство секунд можно добиться того, что все числа будут расположены в обратном порядке, т.е.
1, 2, 3, . . . , 40 против часовой стрелки?

The numbers 1, 2, 3, . . . , 40 are placed on a circle in the given order clockwise. Every second, two
adjacent numbers are allowed to swap places. What is the smallest number of seconds it takes to
arrange all the numbers in reverse order, i.e. 1, 2, 3, . . . , 40 counterclockwise?

Answer: 380

Решение (RUS). (представлено решение варианта №1, остальные решаются аналогично)
Будем считать, что числа расположены в вершинах правильного 𝑛-угольника, а требуемое мини-
мальное число перестановок обозначим за 𝑓(𝑛). Чтобы поменять местами числа, расположенные
друг от друга «на расстоянии» 𝑘 сторон нашего многоугольника (считаем 𝑘 6 𝑛/2, иначе будем
переставлять вдоль другой дуги окружности, описанной около 𝑛-угольника), требуется не менее
[(𝑘 − 1)/2] секунд ([𝑡] – целая часть числа 𝑡), т.е. 𝑓(𝑛) > 𝑓(𝑛− 1) + [(𝑛− 1)/2] – значит,

𝑓(2𝑘) > 1 + [3/2] + [5/2] + · · ·+ [(2𝑘 − 1)/2] = 2(1 + 2 + · · ·+ (𝑘 − 1)) = 𝑘2 − 𝑘

𝑓(2𝑘 + 1) > 𝑓(2𝑘) + [2𝑘/2] = 𝑘2

На то, чтобы поменять порядок следования чисел 1, 2, . . . , 𝑘 на противоположный, будем после-
довательно переставлять 1 и 2, 1 и 3, ... 1 и 𝑘, затем 2 и 3, 2 и 4, ...,2 и 𝑘 и т.д. – потребуется
(𝑘− 1)+ (𝑘+2)+ · · ·+1 = (𝑘2 − 𝑘)/2 секунд. Для того, чтобы переставить остальные 𝑛− 𝑘 чисел,
потребуется еще (𝑛− 𝑘)(𝑛− 𝑘 − 1)/2 секунд – итого (𝑛2 − 2𝑛)/4 секунд для четного 𝑛.

Solution (ENG). (given a solution to version 1 of the task since others are solved similarly)
We assume that the numbers are located at the vertices of a regular 𝑛-gon, and denote the required
minimum number of permutations by 𝑓(𝑛). To swap numbers located at a distance of 𝑘 sides of our
polygon (we assume 𝑘 6 𝑛/2, otherwise we will swap along another arc of the circle described about the
𝑛-gon), it takes at least [(𝑘−1)/2] seconds ([𝑡] is the integer part of 𝑡), i.e. 𝑓(𝑛) > 𝑓(𝑛−1)+ [(𝑛−1)/2]
– therefore,

𝑓(2𝑘) > 1 + [3/2] + [5/2] + · · ·+ [(2𝑘 − 1)/2] = 2(1 + 2 + · · ·+ (𝑘 − 1)) = 𝑘2 − 𝑘

𝑓(2𝑘 + 1) > 𝑓(2𝑘) + [2𝑘/2] = 𝑘2
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To reverse the order of the numbers 1, 2, . . . , 𝑘, we permute 1 and 2, 1 and 3, ... 1 and 𝑘, then 2 and 3,
2 and 4, ..., 2 and 𝑘, etc. – it would take (𝑘− 1) + (𝑘 + 2) + · · ·+ 1 = (𝑘2 − 𝑘)/2 seconds. To rearrange
the remaining 𝑛− 𝑘 numbers, it will take another (𝑛− 𝑘)(𝑛− 𝑘− 1)/2 seconds – a total of (𝑛2 − 2𝑛)/4
seconds for an even 𝑛.

Task 4.

1. Найдите наименьшее целое положительное 𝑛, при котором 4941 − 4212 не кратно 3𝑛.

Find the smallest positive integer 𝑛 such that 4941 − 4212 is not a multiple of 3𝑛.

Answer: 8

2. Найдите наименьшее целое положительное 𝑛, при котором 4456 − 4213 не кратно 3𝑛.

Find the smallest positive integer 𝑛 such that 4456 − 4213 is not a multiple of 3𝑛.

Answer: 7

3. Найдите наименьшее целое положительное 𝑛, при котором 4171 − 490 не кратно 3𝑛.

Find the smallest positive integer 𝑛 such that 4671 − 4428 is not a multiple of 3𝑛.

Answer: 6

4. Найдите наименьшее целое положительное 𝑛, при котором 4850 − 4121 не кратно 3𝑛.

Find the smallest positive integer 𝑛 such that 4850 − 4121 is not a multiple of 3𝑛.

Answer: 8

Решение (RUS). (представлено решение варианта №1, остальные решаются аналогично)
Пусть 𝑎 – наибольшее целое число, для которого 4941−4212 = 4212(4729−1) кратно 3𝑎, тогда искомое
𝑛 = 𝑎+1. Очевидно, 4212 не кратно 3, поэтому 4729 − 1 = 43

6 − 1 кратно 3𝑎. Докажем по индукции
следующее утверждение: наименьшее целое положительное 𝑥, для которого 4𝑥 − 1 кратно 3𝑎+1,
равно 3𝑎.

База индукции (𝑎 = 1): очевидно, 43
1 − 1 = 63 кратно 32 = 9, при этом 41 − 1 = 3 и 42 − 1 = 15

не кратны 9.
Индукционная гипотеза: пусть 4𝑥 − 1 кратно 3𝑎+1 при 𝑥 = 3𝑎, при этом для всех меньших 𝑥

это не выполнено.
Шаг индукции: требуется доказать, что 43𝑥−1 кратно 3𝑎+2, но для всех целых чисел, меньших

3𝑥, это не выполнено.
43𝑥 − 1 = (4𝑥 − 1)(42𝑥 + 4𝑥 + 1)

Перый сомножитель кратен 3𝑎+1 (но не 3𝑎+2) по предположению индукции. Рассмотрим второй
сомножитель: 42𝑥 + 4𝑥 + 1 ≡ 12 + 1 + 1 ≡ 3 (mod 3𝑎+1) по предположению индукции, т.е. 43𝑥 − 1
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кратно 3 · 3𝑎+1 = 3𝑎+2. Докажем, что для всех целых 𝑏 < 3𝑥 число 4𝑏 − 1 не кратно 3𝑎+2: пусть
4𝑏 − 1 кратно 3𝑎+2, тогда 𝑏 = 3𝑎 · 𝑐 + 𝑟 для некоторого целого 𝑟 ∈ [0; 3𝑎) и целого 𝑐 ∈ {0, 1, 2}.
Имеем 4𝑏 ≡ 4𝑟 (mod 3𝑎+1), т.е. 𝑟 = 0. Ясно, что случаи 𝑐 = 0 и 𝑐 = 1 противоречат индукционной
гипотезе, а для 𝑐 = 2 имеем 42·3

𝑎 − 1 = (43
𝑎 − 1)(43

𝑎
+ 1) – первый множитель не кратен 3𝑎+2, а

второй не кратен 3 – противоречие с предположением, что завершает доказательство.

Solution (ENG). (given a solution to version 1 of the task since others are solved similarly)
Let 𝑎 be the largest integer for which 4941 − 4212 = 4212(4729 − 1) is a multiple of 3𝑎, then the desired
𝑛 = 𝑎 + 1. Obviously, 4212 is not a multiple of 3, therefore 4729 − 1 = 43

6 − 1 is a multiple of 3𝑎. We
prove the following statement by induction: the smallest positive integer 𝑥 for which 4𝑥−1 is a multiple
of 3𝑎+1 is 3𝑎.

Base of induction (𝑎 = 1): obviously, 43
1 − 1 = 63 is a multiple of 32 = 9, while 41 − 1 = 3 and

42 − 1 = 15 are not multiples of 9.
Induction hypothesis: Suppose that 4𝑥 − 1 is a multiple of 3𝑎+1 for 𝑥 = 3𝑎, but this is not true for

all integers less than 𝑥.
Induction step: We need to prove that 43𝑥−1 is a multiple of 3𝑎+2, but this is not true for all integers

less than 3𝑥.

43𝑥 − 1 = (4𝑥 − 1)(42𝑥 + 4𝑥 + 1)

The first factor is a multiple of 3𝑎+1 (but not 3𝑎+2) by the induction hypothesis. Consider the second
factor: 42𝑥 + 4𝑥 + 1 ≡ 12 + 1 + 1 ≡ 3 (mod 3𝑎+1) by the induction hypothesis, i.e. 43𝑥 − 1 is a multiple
of 3 · 3𝑎+1 = 3𝑎+2. Lets prove that for all integers 𝑏 < 3𝑥 the number 4𝑏 − 1 is not a multiple of 3𝑎+2: let
4𝑏 − 1 be a multiple of 3𝑎+2, then 𝑏 = 3𝑎 · 𝑐+ 𝑟 for some integer 𝑟 ∈ [0; 3𝑎) and integer 𝑐 ∈ {0, 1, 2}. We
have 4𝑏 ≡ 4𝑟 (mod 3𝑎+1), i.e. 𝑟 = 0. It is clear that the cases 𝑐 = 0 and 𝑐 = 1 contradict the induction
hypothesis, and for 𝑐 = 2 we have 42·3

𝑎 − 1 = (43
𝑎 − 1)(43

𝑎
+ 1) – the first factor is not a multiple of

3𝑎+2, and the second is not a multiple of 3 – a contradiction with the assumption, which completes the
proof.

Task 5. По кругу записаны 2𝑛 неотрицательных целых чисел 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎2𝑛 . Далее все числа 𝑎𝑖
одновременно заменяются на числа |𝑎𝑖+1 − 𝑎𝑖|, где 𝑎2𝑛+1 = 𝑎1. Докажите, что в результате этого
процесса все числа рано или поздно станут нулями.

2𝑛 non-negative integers 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎2𝑛 are written in a circle. Then all the numbers 𝑎𝑖 are simultaneously
replaced by the numbers |𝑎𝑖+1 − 𝑎𝑖|, where 𝑎2𝑛+1 = 𝑎1. Prove that as a result of this process, all the
numbers sooner or later become zeros.

Решение (RUS). Заметим, что на каждом шаге максимальное число в наборе не увели-
чивается, т.е. если в некоторый момент времени максимальное число станет равно 0, то и все
остальные числа тоже будут равны 0. Предположим, что максимальное число в нашем наборе в
результате операций перестало меняться и стало равно 𝑚 > 0. Для удобства заменим числа 𝑚 на
числа 1, и будем рассматривать все числа как остатки по модулю 2. Тогда, если мы в какой-то
момент получим только нулевые остатки, это будет означать, что все числа обратились в нули.

Докажем индукцией по 𝑘, что после 𝑘-го шага для всех 𝑖 = 1, 2, 3 . . . , 2𝑛 будет выполнено

𝑎
(𝑘)
𝑖 ≡

𝑘∑︁
𝑗=0

𝐶𝑗
𝑘 · 𝑎(𝑖+𝑗) (mod 2𝑛) (mod 2)

База индукции (𝑘 = 1): 𝑎
(1)
𝑖 ≡ |𝑎𝑖+1 − 𝑎𝑖| ≡ 𝑎𝑖 + 𝑎𝑖+1 (mod 2).

Индукционная гипотеза: пусть утверждение выполнено для 1, 2, . . . , 𝑘.
Шаг индукции:

𝑎
(𝑘+1)
𝑖 ≡ |𝑎(𝑘)𝑖+1 − 𝑎

(𝑘)
𝑖 | ≡ 𝑎

(𝑘)
𝑖+1 + 𝑎

(𝑘)
𝑖 ≡
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𝑘∑︁
𝑗=0

𝐶𝑗
𝑘 · 𝑎(𝑖+𝑗) (mod 2𝑛) +

𝑘∑︁
𝑗=0

𝐶𝑗
𝑘 · 𝑎(𝑖+𝑗+1) (mod 2𝑛) ≡

𝑘∑︁
𝑗=0

𝐶𝑗
𝑘 · 𝑎(𝑖+𝑗) (mod 2𝑛) +

𝑘+1∑︁
𝑗=1

𝐶𝑗−1
𝑘 · 𝑎(𝑖+𝑗) (mod 2𝑛) ≡

𝑘+1∑︁
𝑗=0

(︁
𝐶𝑗

𝑘 + 𝐶𝑗−1
𝑘

)︁
· 𝑎(𝑖+𝑗) (mod 2𝑛) ≡

𝑘+1∑︁
𝑗=0

𝐶𝑗
𝑘+1 · 𝑎(𝑖+𝑗) (mod 2𝑛) (mod 2)

Мы использовали известное тождество 𝐶𝑗
𝑘 + 𝐶𝑗−1

𝑘 = 𝐶𝑗
𝑘+1. Индукция завершена.

Для 𝑘 = 2𝑛 биномиальные коэффициенты 𝐶𝑗
𝑘 четны для 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑘−1, при этом 𝐶0

𝑘 = 𝐶𝑘
𝑘 =

1. После 2𝑛 шагов имеем

𝑎
(2𝑛)
𝑖 ≡ 𝑎

(2𝑛−1)
𝑖 + 𝑎

(2𝑛−1)
(𝑖+2𝑛) (mod 2𝑛) ≡ 2 · 𝑎(2

𝑛−1)
𝑖 ≡ 0 (mod 2),

т.е. не более чем через 2𝑛 шагов все исходные числа обратятся в нули, что и требовалось доказать.

Критерии оценивания:

� отмечено, что максимальное число в последовательности не увеличивается, и что все числа
через некоторое число шагов становятся четными, либо другие полезные наблюдения – 1
первичный балл;

� доказано, что все числа через некоторое число шагов становятся четными – 3 первичных
балла;

� полное и обоснованное решение – 5 первичных баллов.

Solution (ENG). Note that at each step the maximum number in the set does not increase. By
that if at some point the maximum number becomes 0, then all other numbers will also become 0. Let’s
assume that the maximum number in our set has stopped changing as a result of the operations and is
now 𝑚 > 0. For convenience, we’ll replace the numbers 𝑚 with the numbers 1 and consider all numbers
as remainders modulo 2. Then, if at some point we only have zero remainders, this will mean that all
numbers have become zero.

We prove by induction on 𝑘 that after the 𝑘-th step, for all 𝑖 = 1, 2, 3 . . . , 2𝑛,

𝑎
(𝑘)
𝑖 ≡

𝑘∑︁
𝑗=0

(︂
𝑘

𝑗

)︂
· 𝑎(𝑖+𝑗) (mod 2𝑛) (mod 2)

Base of induction for 𝑘 = 1: 𝑎
(1)
𝑖 ≡ |𝑎𝑖+1 − 𝑎𝑖| ≡ 𝑎𝑖 + 𝑎𝑖+1 (mod 2).

Induction hypothesis: let the statement hold for 1, 2, . . . , 𝑘.
Induction step:

𝑎
(𝑘+1)
𝑖 ≡ |𝑎(𝑘)𝑖+1 − 𝑎

(𝑘)
𝑖 | ≡ 𝑎

(𝑘)
𝑖+1 + 𝑎

(𝑘)
𝑖 ≡

𝑘∑︁
𝑗=0

(︂
𝑘

𝑗

)︂
·𝑎(𝑖+𝑗) (mod 2𝑛)+

𝑘∑︁
𝑗=0

(︂
𝑘

𝑗

)︂
·𝑎(𝑖+𝑗+1) (mod 2𝑛) ≡

𝑘∑︁
𝑗=0

(︂
𝑘

𝑗

)︂
·𝑎(𝑖+𝑗) (mod 2𝑛)+

𝑘+1∑︁
𝑗=1

(︂
𝑘

𝑗 − 1

)︂
·𝑎(𝑖+𝑗) (mod 2𝑛) ≡

𝑘+1∑︁
𝑗=0

(︁(︂𝑘
𝑗

)︂
+

(︂
𝑘

𝑗 − 1

)︂)︁
· 𝑎(𝑖+𝑗) (mod 2𝑛) ≡

𝑘+1∑︁
𝑗=0

(︂
𝑘 + 1

𝑗

)︂
· 𝑎(𝑖+𝑗) (mod 2𝑛) (mod 2)

We’ve used the well-known identity
(︀
𝑘
𝑗

)︀
+
(︀

𝑘
𝑗−1

)︀
=

(︀
𝑘+1
𝑗

)︀
. The induction is complete.

For 𝑘 = 2𝑛, the binomial coefficients 𝐶𝑗
𝑘 are even for 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑘 − 1, while 𝐶0

𝑘 = 𝐶𝑘
𝑘 = 1. After

2𝑛 steps, we have

𝑎
(2𝑛)
𝑖 ≡ 𝑎

(2𝑛−1)
𝑖 + 𝑎

(2𝑛−1)
(𝑖+2𝑛) (mod 2𝑛) ≡ 2 · 𝑎(2

𝑛−1)
𝑖 ≡ 0 (mod 2),
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i.e., after no more than 2𝑛 steps, all the original numbers will become zeros, as required.

Criteria:

� it is noted that the maximum number in the sequence does not increase, and that all numbers
become even after a certain number of steps, or other useful observations – 1 pre-point;

� it is proven that all numbers become even after a certain number of steps – 3 pre-points;

� a complete and justified solution – 5 pre-points.

Task 6. Пусть 𝑂 – центр описанной окружности,𝑀 – точка пересечения медиан неравнобедренно-
го остроугольного треугольника 𝐴𝐵𝐶. На продолжении высоты 𝐴𝐴0 за точку 𝐴0 отметили точку
𝐷, после чего отметили центры описанных окружностей треугольников 𝐴𝐶𝐷 и 𝐴𝐵𝐷 – точки 𝑂1

и 𝑂2 соответственно. Докажите, что прямые 𝐵𝑂1, 𝐶𝑂2 и 𝑂𝑀 пересекаются в одной точке или
параллельны.

Let 𝑂 be the center of the circumscribed circle and 𝑀 be the intersection point of the medians of a
non-isosceles acute-angled triangle 𝐴𝐵𝐶. On the extension of the altitude 𝐴𝐴0 beyond the point 𝐴0 we
mark the point 𝐷 and the centers of the circumscribed circles of triangles 𝐴𝐶𝐷 and 𝐴𝐵𝐷 – the points
𝑂1 and 𝑂2, respectively. Prove that the lines 𝐵𝑂1, 𝐶𝑂2 and 𝑂𝑀 intersect at a single point or are parallel.

Решение (RUS). Заметим, что на так называемой прямой Эйлера треугольника 𝐴𝐵𝐶, поми-
мо точек 𝑂 и 𝑀 , всегда расположен и ортоцентр треугольника 𝐻. Поэтому достаточно проверить
требуемое для прямых 𝐵𝑂1, 𝐶𝑂2 и 𝑂𝐻. Если 𝑂1 и 𝑂2 совпадают, то с ними совпадает и точка
𝑂 – требуемое очевидно, поэтому далее считаем, что точки 𝑂1 и 𝑂2 различны; заметим, что они
обе лежат на серединном перпендикуляре к 𝐴𝐷. Аналогично, 𝑂1 и 𝑂 лежат на серединном пер-
пендикуляре к 𝐴𝐶, а центры 𝑂 и 𝑂2 – на серединном перпендикуляре к 𝐴𝐵. Следовательно, пря-
мые 𝑂1𝑂2, 𝑂𝑂1, 𝑂𝑂2 параллельны соответственно стороне 𝐵𝐶 и прямым 𝐵𝐻,𝐶𝐻, содержащим
высоты треугольника 𝐴𝐵𝐶 – это означает, что стороны треугольников 𝑂𝑂1𝑂2 и 𝐻𝐵𝐶 попарно
параллельны. Но тогда, как известно, существует либо гомотетия, переводящая один треугольник
в другой, либо параллельный перенос. В первом случае прямые 𝐵𝑂1, 𝐶𝑂2 и 𝑂𝐻 пересекаются в
одной точке, во втором случае – параллельны.

Критерии оценивания:
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� приведено верное доказательство для одного из возможных положений точки 𝐷 – 1 первич-
ный балл;

� рассмотрены случаи, когда 𝐷 лежит на окружности и совпадает с 𝐴0, далее не развита или
развита с серьёзными недочетами идея с линейным движением 𝐷, либо нет доказательства,
что с движением 𝐷 также линейно двигается точка пересечения определенных прямых – 2
первичных балла;

� приведено верное доказательство, кроме случая параллельности упомянутых прямых – 4
первичных балла;

� полностью верное доказательство – 5 первичных баллов.

Solution (ENG). Note that on the so-called Euler line of triangle 𝐴𝐵𝐶, in addition to points 𝑂
and 𝑀 , the orthocenter of triangle 𝐻 is always located. Therefore, it suffices to verify the requirement
for lines 𝐵𝑂1, 𝐶𝑂2, and 𝑂𝐻. If 𝑂1 and 𝑂2 coincide, then point 𝑂 also coincides with them – the
requirement is obvious, therefore we further assume that points 𝑂1 and 𝑂2 are distinct; note that they
both lie on the perpendicular bisector of 𝐴𝐷. Similarly, 𝑂1 and 𝑂 lie on the perpendicular bisector of
𝐴𝐶, and the centers 𝑂 and 𝑂2 lie on the perpendicular bisector of 𝐴𝐵. Consequently, the lines 𝑂1𝑂2,
𝑂𝑂1, 𝑂𝑂2 are parallel, respectively, to the side 𝐵𝐶 and the lines 𝐵𝐻,𝐶𝐻 containing the heights of
triangle 𝐴𝐵𝐶 – this means that the sides of triangles 𝑂𝑂1𝑂2 and 𝐻𝐵𝐶 are pairwise parallel. But
then, as is well known, there exists either a homothety mapping one triangle to another, or a parallel
translation. In the first case, the lines 𝐵𝑂1, 𝐶𝑂2, and 𝑂𝐻 intersect at a single point; in the second
case, they are parallel.

Criteria:

� a correct proof is given for one of the possible positions of point 𝐷 – 1 pre-point;

� cases are considered where 𝐷 lies on a circle and coincides with 𝐴0; the idea of 𝐷 s linear motion
is not developed or is developed with serious flaws, or there is no proof that the intersection point
of certain lines also moves linearly with the motion of 𝐷 – 2 pre-points;

� a correct proof is given, except for the case where the lines are parallel – 4 pre-points;

� a completely correct proof – 5 pre-points.
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11-12𝑡ℎ degree

Task 1.

1. Дан набор цифр: 0, 1, 2, 2, 7, 0, 6, 6, 4, 8. Разрешается удалить одну из них, а из остальных со-
ставить десятичную запись 9-значного числа, кратного 75. Сколько различных чисел можно
получить таким образом? Число не может начинаться с цифры «0».

Given a set of digits: 0, 1, 2, 2, 7, 0, 6, 6, 4, 8. It is allowed to delete one of them and use the remaining
digits to form a decimal representation of a 9-digit number that is a multiple of 75. How many
different numbers can be obtained this way? A number cannot begin with the digit «0».

Answer: 2520

2. Дан набор цифр: 0, 0, 1, 1, 1, 2, 5, 6, 7, 8. Разрешается удалить одну из них, а из остальных со-
ставить десятичную запись 9-значного числа, кратного 60. Сколько различных чисел можно
получить таким образом? Число не может начинаться с цифры «0».

Given a set of digits: 0, 0, 1, 1, 1, 2, 5, 6, 7, 8. It is allowed to delete one of them and use the remaining
digits to form a decimal representation of a 9-digit number that is a multiple of 60. How many
different numbers can be obtained this way? A number cannot begin with the digit «0».

Answer: 12000

3. Дан набор цифр: 0, 0, 1, 2, 5, 6, 7, 7, 8, 9. Разрешается удалить одну из них, а из остальных со-
ставить десятичную запись 9-значного числа, кратного 225. Сколько различных чисел можно
получить таким образом? Число не может начинаться с цифры «0».

Given a set of digits: 0, 0, 1, 2, 5, 6, 7, 7, 8, 9. It is allowed to delete one of them and use the remaining
digits to form a decimal representation of a 9-digit number that is a multiple of 225. How many
different numbers can be obtained this way? A number cannot begin with the digit «0».

Answer: 16380

4. Дан набор цифр: 0, 1, 1, 1, 2, 2, 5, 6, 9, 9. Разрешается удалить одну из них, а из остальных со-
ставить десятичную запись 9-значного числа, кратного 180. Сколько различных чисел можно
получить таким образом? Число не может начинаться с цифры «0».

Given a set of digits: 0, 1, 1, 1, 2, 2, 5, 6, 9, 9. It is allowed to delete one of them and use the remaining
digits to form a decimal representation of a 9-digit number that is a multiple of 180. How many
different numbers can be obtained this way? A number cannot begin with the digit «0».

Answer: 1260

Решение (RUS). (представлено решение варианта №1, остальные решаются аналогично)
Чтобы число делилось на 75, необходимо и достаточно, чтобы оно делилось на 3 и на 25. Чтобы
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полученное число делилось на 25, оно должно оканчиваться на 00, 25, 50 или 75, но цифры 5 в
наборе нет, поэтому требуемое число оканчивается на 00, и цифру 0 удалять нельзя. Чтобы число
делилось на 3, требуется, чтобы сумма его цифр делилась на 3. Сумма цифр приведенного набора
равна 0 + 1 + 2 + 2 + 7 + 0 + 6 + 6 + 4 + 8 = 36 – значит, чтобы сумма цифр требуемого числа
делилась на 3. Итак, можно удалить только цифру 6.

Удалив цифру 6, мы получим число вида 𝑎1𝑎2𝑎3𝑎4𝑎5𝑎6𝑎700, где 𝑎1, . . . , 𝑎7 – цифры 1,2,2,7,6,4,8
в некотором порядке, и есть 7!

2!
= 2520 способов переставить их всевозможными способами.

Solution (ENG). (given a solution to version 1 of the task since others are solved similarly)
For a number to be divisible by 75, it is necessary and sufficient that it be divisible by 3 and 25. For
the resulting number to be divisible by 25, it must end in 00, 25, 50, or 75, but the digit 5 is not in the
set, so the required number ends in 00, and any of the digits 0 cannot be removed. For a number to
be divisible by 3, the sum of its digits must be divisible by 3. The sum of the digits in the given set is
0 + 1 + 2 + 2 + 7 + 0 + 6 + 6 + 4 + 8 = 36, thus the sum of the digits of the desired number must be
divisible by 3. So, we can only remove the digit 6.

By removing the digit 6, we get a number of the form 𝑎1𝑎2𝑎3𝑎4𝑎5𝑎6𝑎700, where 𝑎1, . . . , 𝑎7 are the
digits 1,2,2,7,6,4,8 in some order, and there are 7!

2!
= 2520 ways to rearrange them.

Task 2.

1. Для некоторых вещественных 𝑎 и 𝑏 решения

𝑎 6 𝑥2 + 2𝑥− 3 6 𝑏,

отмеченные на координатной оси, образуют два непересекающихся отрезка суммарной дли-
ны 10. Найдите значение величины

√
4 + 𝑏 +

√
4 + 𝑎 при 𝑏 − 𝑎 = 40, при необходимости

округлив его до тысячных.

Given real numbers 𝑎 and 𝑏. All the solutions of the inequalities

𝑎 6 𝑥2 + 2𝑥− 3 6 𝑏

form two non-intersecting segments (on the coordinate axis) of total length 10. Find the value of√
4 + 𝑏+

√
4 + 𝑎 while 𝑏− 𝑎 = 40. Round your answer to 3 decimal places if neccessary.

Answer: 8

2. Для некоторых вещественных 𝑎 и 𝑏 решения

𝑎 6 𝑥2 + 2𝑥− 3 6 𝑏,

отмеченные на координатной оси, образуют два непересекающихся отрезка суммарной длины
5. Найдите значение величины

√
4 + 𝑏+

√
4 + 𝑎 при 𝑏− 𝑎 = 40, при необходимости округлив

его до тысячных.

Given real numbers 𝑎 and 𝑏. All the solutions of the inequalities

𝑎 6 𝑥2 + 2𝑥− 3 6 𝑏

form two non-intersecting segments (on the coordinate axis) of total length 5. Find the value of√
4 + 𝑏+

√
4 + 𝑎 while 𝑏− 𝑎 = 40. Round your answer to 3 decimal places if neccessary.

Answer: 16
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3. Для некоторых вещественных 𝑎 и 𝑏 решения

𝑎 6 𝑥2 − 5𝑥+ 6 6 𝑏,

отмеченные на координатной оси, образуют два непересекающихся отрезка суммарной дли-
ны 16. Найдите значение величины

√
1 + 4𝑏 +

√
1 + 4𝑎 при 𝑏 − 𝑎 = 40, при необходимости

округлив его до тысячных.

Given real numbers 𝑎 and 𝑏. All the solutions of the inequalities

𝑎 6 𝑥2 − 5𝑥+ 6 6 𝑏

form two non-intersecting segments (on the coordinate axis) of total length 16. Find the value of√
1 + 4𝑏+

√
1 + 4𝑎 while 𝑏− 𝑎 = 40. Round your answer to 3 decimal places if neccessary.

Answer: 10

4. Для некоторых вещественных 𝑎 и 𝑏 решения

𝑎 6 𝑥2 − 5𝑥+ 6 6 𝑏,

отмеченные на координатной оси, образуют два непересекающихся отрезка суммарной дли-
ны 8. Найдите значение величины

√
1 + 4𝑏 +

√
1 + 4𝑎 при 𝑏 − 𝑎 = 40, при необходимости

округлив его до тысячных.

Given real numbers 𝑎 and 𝑏. All the solutions of the inequalities

𝑎 6 𝑥2 − 5𝑥+ 6 6 𝑏

form two non-intersecting segments (on the coordinate axis) of total length 8. Find the value of√
1 + 4𝑏+

√
1 + 4𝑎 while 𝑏− 𝑎 = 40. Round your answer to 3 decimal places if neccessary.

Answer: 20

Решение (RUS). (представлено решение варианта №1, остальные решаются аналогично)
Пусть равенство 𝑎 = 𝑥2+2𝑥−3 выполняется для точек 𝑙𝑎, 𝑟𝑎 (𝑙𝑎 6 𝑟𝑎). Если равенство не достигает-
ся, т.е. это квадратное уравнение не имеет корней, то в условиях задачи не могло получиться двух
отрезков решений. Аналогично, должны существовать корни 𝑙𝑏 6 𝑟𝑏 для равенства 𝑥2+2𝑥−3 = 𝑏.
Тогда в силу 𝑎 < 𝑏 получаем, что [𝑙𝑎, 𝑟𝑎] ⊂ [𝑙𝑏, 𝑟𝑏] и 10 = (𝑟𝑏 − 𝑙𝑏) − (𝑟𝑎 − 𝑙𝑎). Эта величина вычис-
ляется, например, по формуле корней квадратного уравнения, и равна

10 =
√︀

(1− (−3))2 + 4𝑏−
√︀
(1− (−3))2 + 4𝑎 = 2 · (

√
4 + 𝑏−

√
4 + 𝑎) =

2(𝑏− 𝑎)√
4 + 𝑏+

√
4 + 𝑎

,

что приводит к
√
4 + 𝑏+

√
4 + 𝑎 = 2(𝑏− 𝑎)/10 = 80/10 = 8.

Solution (ENG). (given a solution to version 1 of the task since others are solved similarly)
Let the equality 𝑎 = 𝑥2 + 2𝑥 − 3 be satisfied for the points 𝑙𝑎, 𝑟𝑎 (𝑙𝑎 6 𝑟𝑎). If equality does not hold,
i.e. this quadratic equation has no roots, then we cannot have two segments mentioned. Similarly, there
must be roots 𝑙𝑏 6 𝑟𝑏 for the equality 𝑥2 + 2𝑥− 3 = 𝑏. Then (by 𝑎 < 𝑏) we obtain [𝑙𝑎, 𝑟𝑎] ⊂ [𝑙𝑏, 𝑟𝑏] and
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10 = (𝑟𝑏 − 𝑙𝑏) − (𝑟𝑎 − 𝑙𝑎). This value is calculated, for example, using the formula for the roots of a
quadratic equation, and is equal to

10 =
√︀

(1− (−3))2 + 4𝑏−
√︀
(1− (−3))2 + 4𝑎 = 2 · (

√
4 + 𝑏−

√
4 + 𝑎) =

2(𝑏− 𝑎)√
4 + 𝑏+

√
4 + 𝑎

,

which leads to
√
4 + 𝑏+

√
4 + 𝑎 = 2(𝑏− 𝑎)/10 = 80/10 = 8.

Task 3.

1. Числа 1, 2, 3, . . . , 36 выписали по кругу в указанном порядке по часовой стрелке. Каждую
секунду разрешается поменять местами два соседних числа. За какое наименьшее количе-
ство секунд можно добиться того, что все числа будут расположены в обратном порядке, т.е.
1, 2, 3, . . . , 36 против часовой стрелки?

The numbers 1, 2, 3, . . . , 36 are placed on a circle in the given order clockwise. Every second, two
adjacent numbers are allowed to swap places. What is the smallest number of seconds it takes to
arrange all the numbers in reverse order, i.e. 1, 2, 3, . . . , 36 counterclockwise?

Answer: 306

2. Числа 1, 2, 3, . . . , 60 выписали по кругу в указанном порядке по часовой стрелке. Каждую
секунду разрешается поменять местами два соседних числа. За какое наименьшее количе-
ство секунд можно добиться того, что все числа будут расположены в обратном порядке, т.е.
1, 2, 3, . . . , 60 против часовой стрелки?

The numbers 1, 2, 3, . . . , 60 are placed on a circle in the given order clockwise. Every second, two
adjacent numbers are allowed to swap places. What is the smallest number of seconds it takes to
arrange all the numbers in reverse order, i.e. 1, 2, 3, . . . , 60 counterclockwise?

Answer: 870

3. Числа 1, 2, 3, . . . , 24 выписали по кругу в указанном порядке по часовой стрелке. Каждую
секунду разрешается поменять местами два соседних числа. За какое наименьшее количе-
ство секунд можно добиться того, что все числа будут расположены в обратном порядке, т.е.
1, 2, 3, . . . , 24 против часовой стрелки?

The numbers 1, 2, 3, . . . , 24 are placed on a circle in the given order clockwise. Every second, two
adjacent numbers are allowed to swap places. What is the smallest number of seconds it takes to
arrange all the numbers in reverse order, i.e. 1, 2, 3, . . . , 24 counterclockwise?

Answer: 132

4. Числа 1, 2, 3, . . . , 40 выписали по кругу в указанном порядке по часовой стрелке. Каждую
секунду разрешается поменять местами два соседних числа. За какое наименьшее количе-
ство секунд можно добиться того, что все числа будут расположены в обратном порядке, т.е.
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1, 2, 3, . . . , 40 против часовой стрелки?

The numbers 1, 2, 3, . . . , 40 are placed on a circle in the given order clockwise. Every second, two
adjacent numbers are allowed to swap places. What is the smallest number of seconds it takes to
arrange all the numbers in reverse order, i.e. 1, 2, 3, . . . , 40 counterclockwise?

Answer: 380

Решение (RUS). (представлено решение варианта №1, остальные решаются аналогично)
Будем считать, что числа расположены в вершинах правильного 𝑛-угольника, а требуемое мини-
мальное число перестановок обозначим за 𝑓(𝑛). Чтобы поменять местами числа, расположенные
друг от друга «на расстоянии» 𝑘 сторон нашего многоугольника (считаем 𝑘 6 𝑛/2, иначе будем
переставлять вдоль другой дуги окружности, описанной около 𝑛-угольника), требуется не менее
[(𝑘 − 1)/2] секунд ([𝑡] – целая часть числа 𝑡), т.е. 𝑓(𝑛) > 𝑓(𝑛− 1) + [(𝑛− 1)/2] – значит,

𝑓(2𝑘) > 1 + [3/2] + [5/2] + · · ·+ [(2𝑘 − 1)/2] = 2(1 + 2 + · · ·+ (𝑘 − 1)) = 𝑘2 − 𝑘

𝑓(2𝑘 + 1) > 𝑓(2𝑘) + [2𝑘/2] = 𝑘2

На то, чтобы поменять порядок следования чисел 1, 2, . . . , 𝑘 на противоположный, будем после-
довательно переставлять 1 и 2, 1 и 3, ... 1 и 𝑘, затем 2 и 3, 2 и 4, ...,2 и 𝑘 и т.д. – потребуется
(𝑘− 1)+ (𝑘+2)+ · · ·+1 = (𝑘2 − 𝑘)/2 секунд. Для того, чтобы переставить остальные 𝑛− 𝑘 чисел,
потребуется еще (𝑛− 𝑘)(𝑛− 𝑘 − 1)/2 секунд – итого (𝑛2 − 2𝑛)/4 секунд для четного 𝑛.

Solution (ENG). (given a solution to version 1 of the task since others are solved similarly)
We assume that the numbers are located at the vertices of a regular 𝑛-gon, and denote the required
minimum number of permutations by 𝑓(𝑛). To swap numbers located at a distance of 𝑘 sides of our
polygon (we assume 𝑘 6 𝑛/2, otherwise we will swap along another arc of the circle described about the
𝑛-gon), it takes at least [(𝑘−1)/2] seconds ([𝑡] is the integer part of 𝑡), i.e. 𝑓(𝑛) > 𝑓(𝑛−1)+ [(𝑛−1)/2]
– therefore,

𝑓(2𝑘) > 1 + [3/2] + [5/2] + · · ·+ [(2𝑘 − 1)/2] = 2(1 + 2 + · · ·+ (𝑘 − 1)) = 𝑘2 − 𝑘

𝑓(2𝑘 + 1) > 𝑓(2𝑘) + [2𝑘/2] = 𝑘2

To reverse the order of the numbers 1, 2, . . . , 𝑘, we permute 1 and 2, 1 and 3, ... 1 and 𝑘, then 2 and 3,
2 and 4, ..., 2 and 𝑘, etc. – it would take (𝑘− 1) + (𝑘 + 2) + · · ·+ 1 = (𝑘2 − 𝑘)/2 seconds. To rearrange
the remaining 𝑛− 𝑘 numbers, it will take another (𝑛− 𝑘)(𝑛− 𝑘− 1)/2 seconds – a total of (𝑛2 − 2𝑛)/4
seconds for an even 𝑛.

Task 4.

1. Найдите наименьшее целое положительное 𝑛, при котором 4941 − 4212 не кратно 3𝑛.

Find the smallest positive integer 𝑛 such that 4941 − 4212 is not a multiple of 3𝑛.

Answer: 8
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2. Найдите наименьшее целое положительное 𝑛, при котором 4456 − 4213 не кратно 3𝑛.

Find the smallest positive integer 𝑛 such that 4456 − 4213 is not a multiple of 3𝑛.

Answer: 7

3. Найдите наименьшее целое положительное 𝑛, при котором 4171 − 490 не кратно 3𝑛.

Find the smallest positive integer 𝑛 such that 4671 − 4428 is not a multiple of 3𝑛.

Answer: 6

4. Найдите наименьшее целое положительное 𝑛, при котором 4850 − 4121 не кратно 3𝑛.

Find the smallest positive integer 𝑛 such that 4850 − 4121 is not a multiple of 3𝑛.

Answer: 8

Решение (RUS). (представлено решение варианта №1, остальные решаются аналогично)
Пусть 𝑎 – наибольшее целое число, для которого 4941−4212 = 4212(4729−1) кратно 3𝑎, тогда искомое
𝑛 = 𝑎+1. Очевидно, 4212 не кратно 3, поэтому 4729 − 1 = 43

6 − 1 кратно 3𝑎. Докажем по индукции
следующее утверждение: наименьшее целое положительное 𝑥, для которого 4𝑥 − 1 кратно 3𝑎+1,
равно 3𝑎.

База индукции (𝑎 = 1): очевидно, 43
1 − 1 = 63 кратно 32 = 9, при этом 41 − 1 = 3 и 42 − 1 = 15

не кратны 9.
Индукционная гипотеза: пусть 4𝑥 − 1 кратно 3𝑎+1 при 𝑥 = 3𝑎, при этом для всех меньших 𝑥

это не выполнено.
Шаг индукции: требуется доказать, что 43𝑥−1 кратно 3𝑎+2, но для всех целых чисел, меньших

3𝑥, это не выполнено.
43𝑥 − 1 = (4𝑥 − 1)(42𝑥 + 4𝑥 + 1)

Перый сомножитель кратен 3𝑎+1 (но не 3𝑎+2) по предположению индукции. Рассмотрим второй
сомножитель: 42𝑥 + 4𝑥 + 1 ≡ 12 + 1 + 1 ≡ 3 (mod 3𝑎+1) по предположению индукции, т.е. 43𝑥 − 1
кратно 3 · 3𝑎+1 = 3𝑎+2. Докажем, что для всех целых 𝑏 < 3𝑥 число 4𝑏 − 1 не кратно 3𝑎+2: пусть
4𝑏 − 1 кратно 3𝑎+2, тогда 𝑏 = 3𝑎 · 𝑐 + 𝑟 для некоторого целого 𝑟 ∈ [0; 3𝑎) и целого 𝑐 ∈ {0, 1, 2}.
Имеем 4𝑏 ≡ 4𝑟 (mod 3𝑎+1), т.е. 𝑟 = 0. Ясно, что случаи 𝑐 = 0 и 𝑐 = 1 противоречат индукционной
гипотезе, а для 𝑐 = 2 имеем 42·3

𝑎 − 1 = (43
𝑎 − 1)(43

𝑎
+ 1) – первый множитель не кратен 3𝑎+2, а

второй не кратен 3 – противоречие с предположением, что завершает доказательство.

Solution (ENG). (given a solution to version 1 of the task since others are solved similarly)
Let 𝑎 be the largest integer for which 4941 − 4212 = 4212(4729 − 1) is a multiple of 3𝑎, then the desired
𝑛 = 𝑎 + 1. Obviously, 4212 is not a multiple of 3, therefore 4729 − 1 = 43

6 − 1 is a multiple of 3𝑎. We
prove the following statement by induction: the smallest positive integer 𝑥 for which 4𝑥−1 is a multiple
of 3𝑎+1 is 3𝑎.

Base of induction (𝑎 = 1): obviously, 43
1 − 1 = 63 is a multiple of 32 = 9, while 41 − 1 = 3 and

42 − 1 = 15 are not multiples of 9.
Induction hypothesis: Suppose that 4𝑥 − 1 is a multiple of 3𝑎+1 for 𝑥 = 3𝑎, but this is not true for

all integers less than 𝑥.
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Induction step: We need to prove that 43𝑥−1 is a multiple of 3𝑎+2, but this is not true for all integers
less than 3𝑥.

43𝑥 − 1 = (4𝑥 − 1)(42𝑥 + 4𝑥 + 1)

The first factor is a multiple of 3𝑎+1 (but not 3𝑎+2) by the induction hypothesis. Consider the second
factor: 42𝑥 + 4𝑥 + 1 ≡ 12 + 1 + 1 ≡ 3 (mod 3𝑎+1) by the induction hypothesis, i.e. 43𝑥 − 1 is a multiple
of 3 · 3𝑎+1 = 3𝑎+2. Lets prove that for all integers 𝑏 < 3𝑥 the number 4𝑏 − 1 is not a multiple of 3𝑎+2: let
4𝑏 − 1 be a multiple of 3𝑎+2, then 𝑏 = 3𝑎 · 𝑐+ 𝑟 for some integer 𝑟 ∈ [0; 3𝑎) and integer 𝑐 ∈ {0, 1, 2}. We
have 4𝑏 ≡ 4𝑟 (mod 3𝑎+1), i.e. 𝑟 = 0. It is clear that the cases 𝑐 = 0 and 𝑐 = 1 contradict the induction
hypothesis, and for 𝑐 = 2 we have 42·3

𝑎 − 1 = (43
𝑎 − 1)(43

𝑎
+ 1) – the first factor is not a multiple of

3𝑎+2, and the second is not a multiple of 3 – a contradiction with the assumption, which completes the
proof.

Task 5. По кругу записаны 2𝑛 неотрицательных целых чисел 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎2𝑛 . Далее все числа 𝑎𝑖
одновременно заменяются на числа |𝑎𝑖+1 − 𝑎𝑖|, где 𝑎2𝑛+1 = 𝑎1. Докажите, что в результате этого
процесса все числа рано или поздно станут нулями.

2𝑛 non-negative integers 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎2𝑛 are written in a circle. Then all the numbers 𝑎𝑖 are simultaneously
replaced by the numbers |𝑎𝑖+1 − 𝑎𝑖|, where 𝑎2𝑛+1 = 𝑎1. Prove that as a result of this process, all the
numbers sooner or later become zeros.

Решение (RUS). Заметим, что на каждом шаге максимальное число в наборе не увели-
чивается, т.е. если в некоторый момент времени максимальное число станет равно 0, то и все
остальные числа тоже будут равны 0. Предположим, что максимальное число в нашем наборе в
результате операций перестало меняться и стало равно 𝑚 > 0. Для удобства заменим числа 𝑚 на
числа 1, и будем рассматривать все числа как остатки по модулю 2. Тогда, если мы в какой-то
момент получим только нулевые остатки, это будет означать, что все числа обратились в нули.

Докажем индукцией по 𝑘, что после 𝑘-го шага для всех 𝑖 = 1, 2, 3 . . . , 2𝑛 будет выполнено

𝑎
(𝑘)
𝑖 ≡

𝑘∑︁
𝑗=0

𝐶𝑗
𝑘 · 𝑎(𝑖+𝑗) (mod 2𝑛) (mod 2)

База индукции (𝑘 = 1): 𝑎
(1)
𝑖 ≡ |𝑎𝑖+1 − 𝑎𝑖| ≡ 𝑎𝑖 + 𝑎𝑖+1 (mod 2).

Индукционная гипотеза: пусть утверждение выполнено для 1, 2, . . . , 𝑘.
Шаг индукции:

𝑎
(𝑘+1)
𝑖 ≡ |𝑎(𝑘)𝑖+1 − 𝑎

(𝑘)
𝑖 | ≡ 𝑎

(𝑘)
𝑖+1 + 𝑎

(𝑘)
𝑖 ≡

𝑘∑︁
𝑗=0

𝐶𝑗
𝑘 · 𝑎(𝑖+𝑗) (mod 2𝑛) +

𝑘∑︁
𝑗=0

𝐶𝑗
𝑘 · 𝑎(𝑖+𝑗+1) (mod 2𝑛) ≡

𝑘∑︁
𝑗=0

𝐶𝑗
𝑘 · 𝑎(𝑖+𝑗) (mod 2𝑛) +

𝑘+1∑︁
𝑗=1

𝐶𝑗−1
𝑘 · 𝑎(𝑖+𝑗) (mod 2𝑛) ≡

𝑘+1∑︁
𝑗=0

(︁
𝐶𝑗

𝑘 + 𝐶𝑗−1
𝑘

)︁
· 𝑎(𝑖+𝑗) (mod 2𝑛) ≡

𝑘+1∑︁
𝑗=0

𝐶𝑗
𝑘+1 · 𝑎(𝑖+𝑗) (mod 2𝑛) (mod 2)

Мы использовали известное тождество 𝐶𝑗
𝑘 + 𝐶𝑗−1

𝑘 = 𝐶𝑗
𝑘+1. Индукция завершена.

Для 𝑘 = 2𝑛 биномиальные коэффициенты 𝐶𝑗
𝑘 четны для 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑘−1, при этом 𝐶0

𝑘 = 𝐶𝑘
𝑘 =

1. После 2𝑛 шагов имеем

𝑎
(2𝑛)
𝑖 ≡ 𝑎

(2𝑛−1)
𝑖 + 𝑎

(2𝑛−1)
(𝑖+2𝑛) (mod 2𝑛) ≡ 2 · 𝑎(2

𝑛−1)
𝑖 ≡ 0 (mod 2),

т.е. не более чем через 2𝑛 шагов все исходные числа обратятся в нули, что и требовалось доказать.

Критерии оценивания:
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� отмечено, что максимальное число в последовательности не увеличивается, и что все числа
через некоторое число шагов становятся четными, либо другие полезные наблюдения – 1
первичный балл;

� доказано, что все числа через некоторое число шагов становятся четными – 3 первичных
балла;

� полное и обоснованное решение – 5 первичных баллов.

Solution (ENG). Note that at each step the maximum number in the set does not increase. By
that if at some point the maximum number becomes 0, then all other numbers will also become 0. Let’s
assume that the maximum number in our set has stopped changing as a result of the operations and is
now 𝑚 > 0. For convenience, we’ll replace the numbers 𝑚 with the numbers 1 and consider all numbers
as remainders modulo 2. Then, if at some point we only have zero remainders, this will mean that all
numbers have become zero.

We prove by induction on 𝑘 that after the 𝑘-th step, for all 𝑖 = 1, 2, 3 . . . , 2𝑛,

𝑎
(𝑘)
𝑖 ≡

𝑘∑︁
𝑗=0

(︂
𝑘

𝑗

)︂
· 𝑎(𝑖+𝑗) (mod 2𝑛) (mod 2)

Base of induction for 𝑘 = 1: 𝑎
(1)
𝑖 ≡ |𝑎𝑖+1 − 𝑎𝑖| ≡ 𝑎𝑖 + 𝑎𝑖+1 (mod 2).

Induction hypothesis: let the statement hold for 1, 2, . . . , 𝑘.
Induction step:

𝑎
(𝑘+1)
𝑖 ≡ |𝑎(𝑘)𝑖+1 − 𝑎

(𝑘)
𝑖 | ≡ 𝑎

(𝑘)
𝑖+1 + 𝑎

(𝑘)
𝑖 ≡

𝑘∑︁
𝑗=0

(︂
𝑘

𝑗

)︂
·𝑎(𝑖+𝑗) (mod 2𝑛)+

𝑘∑︁
𝑗=0

(︂
𝑘

𝑗

)︂
·𝑎(𝑖+𝑗+1) (mod 2𝑛) ≡

𝑘∑︁
𝑗=0

(︂
𝑘

𝑗

)︂
·𝑎(𝑖+𝑗) (mod 2𝑛)+

𝑘+1∑︁
𝑗=1

(︂
𝑘

𝑗 − 1

)︂
·𝑎(𝑖+𝑗) (mod 2𝑛) ≡

𝑘+1∑︁
𝑗=0

(︁(︂𝑘
𝑗

)︂
+

(︂
𝑘

𝑗 − 1

)︂)︁
· 𝑎(𝑖+𝑗) (mod 2𝑛) ≡

𝑘+1∑︁
𝑗=0

(︂
𝑘 + 1

𝑗

)︂
· 𝑎(𝑖+𝑗) (mod 2𝑛) (mod 2)

We’ve used the well-known identity
(︀
𝑘
𝑗

)︀
+
(︀

𝑘
𝑗−1

)︀
=

(︀
𝑘+1
𝑗

)︀
. The induction is complete.

For 𝑘 = 2𝑛, the binomial coefficients 𝐶𝑗
𝑘 are even for 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑘 − 1, while 𝐶0

𝑘 = 𝐶𝑘
𝑘 = 1. After

2𝑛 steps, we have

𝑎
(2𝑛)
𝑖 ≡ 𝑎

(2𝑛−1)
𝑖 + 𝑎

(2𝑛−1)
(𝑖+2𝑛) (mod 2𝑛) ≡ 2 · 𝑎(2

𝑛−1)
𝑖 ≡ 0 (mod 2),

i.e., after no more than 2𝑛 steps, all the original numbers will become zeros, as required.

Criteria:

� it is noted that the maximum number in the sequence does not increase, and that all numbers
become even after a certain number of steps, or other useful observations – 1 pre-point;

� it is proven that all numbers become even after a certain number of steps – 3 pre-points;

� a complete and justified solution – 5 pre-points.

Task 6.
а) Лев решал домашнее задание по стереометрии. В задаче требовалось найти геометрическое

место точек (ГМТ) трёхгранного угла 𝑆𝑎𝑏𝑐, равноудалённых от его рёбер. Лев написал: «Отметим
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на рёбрах 𝑎, 𝑏, 𝑐 точки 𝐴,𝐵,𝐶 соответственно на равных расстояниях от вершины угла (𝑆), тогда
искомое ГМТ – луч 𝑆𝑂, где 𝑂 – центр описанной окружности треугольника 𝐴𝐵𝐶». Прав ли Лев?

б) В следующей задаче требовалось найти геометрическое место точек (ГМТ) трёхгранного
угла 𝑆𝑎𝑏𝑐, равноудалённых от его граней. Лев написал: «Отметим на рёбрах 𝑎, 𝑏, 𝑐 точки 𝐴,𝐵,𝐶
соответственно на равных расстояниях от вершины, тогда искомое ГМТ – луч 𝑆𝐼, где 𝐼 – центр
вписанной окружности треугольника 𝐴𝐵𝐶». Прав ли Лев?

a) Leo was solving a task in solid geometry. The task was to find the locus of points of a trihedral
angle 𝑆𝑎𝑏𝑐, equidistant from its edges. Leo wrote: «We mark points 𝐴,𝐵,𝐶 on edges 𝑎, 𝑏, 𝑐, respectively,
at equal distances from the vertex of the angle (𝑆), then the desired locus is the ray 𝑆𝑂, where 𝑂 is
the center of the circumcircle of △𝐴𝐵𝐶». Is that correct?

b) The next task was to find the locus of points of a trihedral angle 𝑆𝑎𝑏𝑐, equidistant from its faces.
Leo wrote: «We mark points 𝐴,𝐵,𝐶 on edges 𝑎, 𝑏, 𝑐, respectively, at equal distances from the vertex,
then the desired locus is the ray 𝑆𝐼, where 𝐼 is the center of the inscribed circle of △𝐴𝐵𝐶». Is that
correct?

Answer: a) yes; b) no.

Решение (RUS). а) Для точки 𝑆 требуемое условие равноудалённости от рёбер очевид-
но. Для любой другой точки 𝑋 трёхгранного угла оно равносильно тому, что луч 𝑆𝑋 образует
равные углы с рёбрами трёхгранного угла (в силу равенства соответствующих прямоугольных
треугольников 𝑆𝑋𝑋𝑎, 𝑆𝑋𝑋𝑏, 𝑆𝑋𝑋𝑐 по общей гипотенузе и равным катетам, где 𝑋𝑎, 𝑋𝑏, 𝑋𝑐 – про-
екции точки 𝑋 на прямые 𝑆𝑎, 𝑆𝑏, 𝑆𝑐, соответственно). По построению 𝑆𝐴 = 𝑆𝐵 = 𝑆𝐶, поэтому
и ортогональная проекция точки 𝑆 на плоскость 𝐴𝐵𝐶 будет равноудалена от точек 𝐴,𝐵,𝐶, то
есть будет являться центром описанной окружности треугольника 𝐴𝐵𝐶 – точкой 𝑂. Таким об-
разом, треугольники 𝑆𝑂𝐴, 𝑆𝑂𝐵, 𝑆𝑂𝐶 будут прямоугольными с общим катетом 𝑆𝑂 и равными
гипотенузами 𝑆𝐴 = 𝑆𝐵 = 𝑆𝐶. Тогда равны и их острые углы при вершине 𝑆 – а это и есть углы,
образованные лучом 𝑆𝑂 с рёбрами трёхгранного угла 𝑆𝑎𝑏𝑐. А в силу существования гомотетии с
центром 𝑆, переводящей точку 𝑂 в любую (отличную от 𝑆) точку луча 𝑆𝑂, любая точка луча 𝑆𝑂
будет обладать тем же свойством.

Таким образом, все точки луча 𝑆𝑂 действительно равноудалены от рёбер трёхгранного угла
𝑆𝑎𝑏𝑐. Докажем утверждение в обратную сторону: любая точка 𝑋 ′, равноудалённая от рёбер трёх-
гранного угла 𝑆𝑎𝑏𝑐, будет принадлежать лучу 𝑆𝑂. Проведём плоскость, перпендикулярную лучу
𝑆𝑋 ′, через точку 𝑋 ′, и пусть она пересечёт рёбра в точках 𝐴′, 𝐵′, 𝐶 ′. Из равенства прямоугольных
треугольников 𝑆𝑋 ′𝐴′, 𝑆𝑋 ′𝐵′, 𝑆𝑋 ′𝐶 ′ по острому углу при вершине 𝑆 и общему катету 𝑆𝑋 ′ следует
𝑆𝐴′ = 𝑆𝐵′ = 𝑆𝐶 ′ и 𝑋 ′𝐴′ = 𝑋 ′𝐵′ = 𝑋 ′𝐶 ′, то есть 𝑋 ′ – центр описанной окружности треугольника
𝐴′𝐵′𝐶 ′, получающегося из треугольника 𝐴𝐵𝐶 гомотетией с центром 𝑆, а потому является образом
точки 𝑂 при соответствующей гомотетии и действительно лежит на луче 𝑆𝑂.

б) Покажем, что построенная таким образом точка 𝐼 в общем виде (на самом деле – для всех
трёхгранных углов, кроме правильных) не обладает свойством равноудалённости от граней трёх-
гранного угла 𝑆𝑎𝑏𝑐 – этого будет достаточно, чтобы утверждать, что Лев неправ. По построению
точка 𝐼 равноудалена от сторон треугольника 𝐴𝐵𝐶, то есть 𝐼𝐴1 = 𝐼𝐵1 = 𝐼𝐶1, где 𝐴1, 𝐵1, 𝐶1 –
точки касания вписанной окружности треугольника 𝐴𝐵𝐶 с его сторонами 𝐵𝐶,𝐶𝐴,𝐴𝐵 соответ-
ственно (они же – проекции 𝐼 на стороны треугольника). Если действительно 𝐼𝐼𝐴 = 𝐼𝐼𝐵 = 𝐼𝐼𝐶 (где
𝐼𝐴, 𝐼𝐵, 𝐼𝐶 – проекции 𝐼 на плоскости граней 𝑆𝑏𝑐, 𝑆𝑐𝑎, 𝑆𝑎𝑏, соответственно), то будет выполнять-
ся равенство прямоугольных треугольников 𝐼𝐴1𝐼𝐴, 𝐼𝐵1𝐼𝐵, 𝐼𝐶1𝐼𝐶 (по гипотенузе и катету). Тогда
должны быть равны углы, образованные прямыми 𝐼𝐴1, 𝐼𝐵1, 𝐼𝐶1 с соответствующими гранями
трёхгранного угла. Перенеся параллельно эти прямые, получим, что должны быть равны углы,
образованные серединными перпендикулярами к сторонам треугольника 𝐴𝐵𝐶 с соответствующи-
ми гранями 𝑆𝑎𝑏𝑐. Но эти углы равны плоским углам 𝑆𝐴0𝑂, 𝑆𝐵0𝑂, 𝑆𝐶0𝑂, где 𝐴0, 𝐵0, 𝐶0 – середины
сторон 𝐵𝐶,𝐶𝐴,𝐴𝐵, а 𝑂 – центр описанной окружности треугольника 𝐴𝐵𝐶 (то есть проекция 𝑆
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на плоскость 𝐴𝐵𝐶). Поскольку треугольники 𝑆𝑂𝐴0, 𝑆𝑂𝐵0, 𝑆𝑂𝐶0 – прямоугольные с общим ка-
тетом 𝑆𝑂, равенство этих углов означает равенство данных треугольников, что, в свою очередь,
означает равенство отрезков 𝑆𝐴0, 𝑆𝐵0, 𝑆𝐶0. Но эти отрезки – высоты, проведённые к основаниям
в равнобедренных треугольниках 𝑆𝐵𝐶, 𝑆𝐶𝐴, 𝑆𝐴𝐵 соответственно (𝑆𝐴 = 𝑆𝐵 = 𝑆𝐶), а потому они
равны тогда и только тогда, когда равны сами эти треугольники, то есть все плоские углы исход-
ного трёхгранного угла 𝑆𝑎𝑏𝑐. Итак, в общем виде соответствующие равенства не выполняются,
поэтому Лев определил требуемое ГМТ неверно.

Критерии оценивания:
Для пункта а):

� равноудаленность доказана для точки 𝑂 – 1 первичный балл;

� равноудаленность доказана для всех точек луча 𝑆𝑂 – 2 первичных балла;

Для пункта б):

� есть верный ответ и значительные продвижения в доказательстве пункта б) – 1 первичный
балл;

� есть верный ответ и доказательство пункта б), содержащее лишь незначительные недочеты
– 2 первичных балла;

� верный ответ и полностью верное доказательство пункта б) – 3 первичных балла.

Solution (ENG). a) For the point 𝑆 the required condition of equidistance from the edges is
obvious. For any other point 𝑋 of the trihedral angle, it is equivalent to the fact that ray 𝑆𝑋 forms equal
angles with the edges of the trihedral angle (due to the equality of the corresponding right triangles
𝑆𝑋𝑋𝑎, 𝑆𝑋𝑋𝑏, 𝑆𝑋𝑋𝑐 by a common hypotenuse and equal legs, where 𝑋𝑎, 𝑋𝑏, 𝑋𝑐 are the projections of
point 𝑋 onto lines 𝑆𝑎, 𝑆𝑏, 𝑆𝑐, respectively). By construction, 𝑆𝐴 = 𝑆𝐵 = 𝑆𝐶, therefore the orthogonal
projection of point 𝑆 onto plane 𝐴𝐵𝐶 will be equidistant from points 𝐴,𝐵,𝐶, that is, it will be the
center of the circumscribed circle of triangle 𝐴𝐵𝐶 – point 𝑂. Thus, triangles 𝑆𝑂𝐴, 𝑆𝑂𝐵, 𝑎𝑛𝑑𝑆𝑂𝐶 are
right triangles with a common leg 𝑆𝑂 and equal hypotenuses 𝑆𝐴 = 𝑆𝐵 = 𝑆𝐶. Then their acute angles
at vertex 𝑆 are also equal—and these are the angles formed by ray 𝑆𝑂 with the edges of trihedral angle
𝑆𝑎𝑏𝑐. And since there is a homothety with center 𝑆 that maps point 𝑂 to any point (other than 𝑆) on
ray 𝑆𝑂, any point on ray 𝑆𝑂 will have the same property.

Thus, all points on ray 𝑆𝑂 are indeed equidistant from the edges of trihedral angle 𝑆𝑎𝑏𝑐. Let us prove
the converse: any point 𝑋 ′ equidistant from the edges of trihedral angle 𝑆𝑎𝑏𝑐 will belong to ray 𝑆𝑂.
Let us draw a plane perpendicular to the ray 𝑆𝑋 ′ through the point 𝑋 ′, and let it intersect the edges
at the points 𝐴′, 𝐵′, 𝐶 ′. From the equality of right triangles 𝑆𝑋 ′𝐴′, 𝑆𝑋 ′𝐵′, 𝑆𝑋 ′𝐶 ′ by the acute angle
at the vertex 𝑆 and the common leg 𝑆𝑋 ′, it follows that 𝑆𝐴′ = 𝑆𝐵′ = 𝑆𝐶 ′ and 𝑋 ′𝐴′ = 𝑋 ′𝐵′ = 𝑋 ′𝐶 ′,
that is, 𝑋 ′ is the center of the circumscribed circle of triangle 𝐴′𝐵′𝐶 ′, obtained from triangle 𝐴𝐵𝐶 by
a homothety with center 𝑆, and therefore is the image of point 𝑂 under the corresponding homothety
and indeed lies on the ray 𝑆𝑂.

b) We will show that the point 𝐼 constructed in this way in general (in fact, for all trihedral angles
except right ones) does not have the property of being equidistant from the faces of the trihedral angle
𝑆𝑎𝑏𝑐 – this will be sufficient to assert that Leo is wrong. By construction, point 𝐼 is equidistant from
the sides of triangle 𝐴𝐵𝐶, that is, 𝐼𝐴1 = 𝐼𝐵1 = 𝐼𝐶1, where 𝐴1, 𝐵1, 𝐶1 are the points of tangency of the
inscribed circle of triangle 𝐴𝐵𝐶 with its sides 𝐵𝐶,𝐶𝐴,𝐴𝐵, respectively (they are also the projections of
𝐼 onto the sides of the triangle). If indeed 𝐼𝐼𝐴 = 𝐼𝐼𝐵 = 𝐼𝐼𝐶 (where 𝐼𝐴, 𝐼𝐵, 𝐼𝐶 are the projections of 𝐼 onto
the planes of the faces 𝑆𝑏𝑐, 𝑆𝑐𝑎, 𝑆𝑎𝑏, respectively), then right triangles 𝐼𝐴1𝐼𝐴, 𝐼𝐵1𝐼𝐵, 𝐼𝐶1𝐼𝐶 will be equal
(along the hypotenuse and leg). Then the angles formed by lines 𝐼𝐴1, 𝐼𝐵1, 𝐼𝐶1 with the corresponding
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faces of the trihedral angle must be equal. By transferring these lines parallel, we obtain that the angles
formed by the perpendicular bisectors to the sides of triangle 𝐴𝐵𝐶 with the corresponding faces 𝑆𝑎𝑏𝑐
must be equal. But these angles are equal to the plane angles 𝑆𝐴0𝑂, 𝑆𝐵0𝑂, 𝑆𝐶0𝑂, where 𝐴0, 𝐵0, 𝐶0 are
the midpoints of the sides 𝐵𝐶,𝐶𝐴,𝐴𝐵, and 𝑂 is the center of the circumscribed circle of triangle 𝐴𝐵𝐶
(that is, the projection of 𝑆 onto the plane 𝐴𝐵𝐶). Since triangles 𝑆𝑂𝐴0, 𝑆𝑂𝐵0, 𝑆𝑂𝐶0 are right-angled
with a common leg 𝑆𝑂, the equality of these angles means the equality of these triangles, which, in
turn, means the equality of the segments 𝑆𝐴0, 𝑆𝐵0, 𝑆𝐶0. But these segments are the altitudes drawn to
the bases of the isosceles triangles 𝑆𝐵𝐶, 𝑆𝐶𝐴, 𝑆𝐴𝐵, respectively (𝑆𝐴 = 𝑆𝐵 = 𝑆𝐶), and therefore they
are equal if and only if these triangles themselves are equal, that is, all the plane angles of the original
trihedral angle 𝑆𝑎𝑏𝑐. Thus, in general, the corresponding equalities are not satisfied, so Leo determined
the required LMT incorrectly.

Criteria:
For the part a):

� the statement is proven for the point 𝑂 – 1 pre-point;

� the statement is proven for all points of the ray 𝑆𝑂 – 2 pre-points;

For the part b):

� there is the correct answer and significant progress in a proof – 1 pre-point;

� there is the correct answer and a proof containing only minor flaws – 2 pre-points;

� the correct answer and a completely correct proof – 3 pre-points.


